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Resumo. Reticulados são subgrupos aditivos discretos de Rn frequentemente requisitados na busca
de soluções por problemas matemáticos diversos, tais como o do empacotamento esférico, e para
aplicações em transmissão e segurança de dados. Em particular, os reticulados bem-arredondados
têm sido aplicados na transmissão de sinais em canais Wiretap. Em diversos casos, reticulados
podem ser obtidos como imagens de ideais em anéis de inteiros de corpos de números via o mergulho
canônico ou algum mergulho torcido - são os chamados reticulados ideais. Em 2012, Fukshansky
e Petersen provaram que a imagem do anel de inteiros de um corpo de números K através do
mergulho canônico σK é um reticulado bem-arredondado se, e somente se, K é ciclotômico. Neste
trabalho, provamos que, ao utilizar um certo mergulho torcido σα ao invés de σK , a imagem do anel
de inteiros do subcorpo ciclotômico maximal real Q(ζ4p + ζ−1

4p ) através de σα é bem-arredondado
para qualquer primo ímpar p, em que ζ4p denota a 4p-ésima raiz primitiva da unidade.
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1 Introdução
Nas últimas décadas, têm sido frequente o uso de reticulados aplicados a diversos tipos de canais

de comunicação para transmissão de sinais, tais como canais gaussianos e Rayleigh com desvane-
cimento [3]. Recentemente, reticulados têm ganhado ainda mais notoriedade com o avanço dos
estudos sobre criptografia pós-quântica, já que são baseados neles os atualmente mais recomenda-
dos criptossistemas considerados seguros mesmo sob ataques quânticos - tais como o CRYSTALS-
Kyber, como certificou a agência norte-americana de regulamentação NIST [2, 12, 13]. Reticulados
podem ser definidos como o conjunto de todas as Z-combinações lineares de m ≤ n vetores linear-
mente independentes em Rn, o que é equivalente a dizer que eles são subgrupos discretos aditivos
de Rn . Neste trabalho, consideraremos apenas o caso em que m = n, ao que chamamos de
reticulados de posto completo.

Diversas vezes, reticulados podem ser obtidos algebricamente como imagens de ideais em anéis
de inteiros de corpos de números. Sendo K um corpo de números de grau n, OK seu anel de inteiros e
σ1, σ2, . . . , σn : K −→ C os únicos n monomorfismos de K em C, define-se o mergulho canônico asso-
ciado a K como sendo o monomorfismo σK : K −→ Cn dado por σK(x) = (σ1(x), σ2(x), . . . , σn(x)).
Dessa forma, para qualquer ideal I de OK, é fato que σK(I) pode ser visto como um reticulado em
Rn de posto completo. De maneira mais geral, sendo α ∈ K um número totalmente positivo, isto
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é, tal que αi := σi(α) > 0 para todo i = 1, 2, . . . , n, define-se o mergulho torcido σα : K −→ Cn

por σα(x) :=
〈(√

α1,
√
α2, . . . ,

√
αn

)
, σK(x)

〉
, do que se obtém também que σα(I) é um reticulado

de posto completo em Rn para qualquer ideal I de OK. Os reticulados σK(I) e σα(I) são cha-
mados de reticulados ideais (ou algébricos). Diversos reticulados notáveis podem ser realizados
através de reticulados ideais, o que favorece sua aplicação a canais do tipo Rayleigh com desva-
necimento, principalmente quando K é um corpo totalmente real (isto é, quando σi(K) ⊆ R para
todo i = 1, 2, . . . , n) [1, 11, 14, 18].

Se Λ ⊆ Rn é um reticulado de posto completo, a menor norma entre as normas de todos os
elementos de Λ \ {0} é chamada de norma mínima de Λ e é denotada por λ1. O conjunto dos
vetores de norma mínima em Λ, isto é, dos elementos v ∈ Λ tais que ∥v∥ = λ1, é denotado por
S(Λ). O reticulado Λ é dito ser bem-arredondado se o conjunto S(Λ) gera Rn (isto é, se existem
n vetores de norma mínima linearmente independentes em Λ). Por exemplo, reticulados notáveis,
tais como Zn, An, Dn, E8 e Λ24, são bem-arredondados. Reticulados bem-arredondados têm sido
sugeridos como boas alternativas para uso em canais Wiretap, MIMO e SISO [6, 9, 15].

Em [8] foi feito um estudo pioneiro sobre a realização algébrica de reticulados bem-arredondados.
Nesse artigo, Fukshansky e Petersen fazem um estudo sobre reticulados ideais obtidos como imagem
de anéis de inteiros de corpos de números quadráticos e provam que σK(OK) é um reticulado bem-
arredondado se, e somente se, K é um corpo ciclotômico (isto é, K = Q(ζn), em que ζn é uma raiz
n-ésima primitiva da unidade). Em trabalhos posteriores, outros reticulados bem-arredondados
são construídos através de submódulos de anéis de inteiros de outros corpos de números, tal como
em [7]. A partir dessa literatura, uma questão que emerge é a seguinte: dado um corpo de números
K qualquer, é possível garantir a existência de um elemento positivo α tal que o reticulado ideal
σα(OK) é bem-arredondado? Como comentado acima, a partir de [8] pode-se compreender que, se
K é ciclotômico, então a resposta à pergunta acima é positiva (basta usar α = 1). Neste trabalho,
nosso principal objetivo é mostrar que, se K é um subcorpo ciclotômico maximal real com condutor
4p (em que p é um primo ímpar), isto é, se K = Q(ζ4p + ζ−1

4p ), então existe α totalmente positivo
tal que σα(OK) é bem-arredondado.

2 Preliminares

Seja Λ ⊆ Rn um reticulado de posto completo. Chamamos de base de Λ a qualquer conjunto
linearmente independente B = {u1, u2, . . . , un} ⊆ Λ tal que Λ =

∑n
i=1 Zui. Dada uma base

B = {u1, u2, . . . , un} de Λ, chamamos de matriz de Gram de Λ à matriz G = [⟨ui, uj⟩]n×n, em
que ⟨., .⟩ denota o produto interno usual em Rn. É fato que o determinante das matrizes de Gram
de um reticulado é invariante por mudança de base. Assim, definimos o volume de Λ como sendo
Vol(Λ) :=

√
det(G) (mais detalhes em [4, 5]).

Dois reticulados Λ1 e Λ2 são ditos equivalentes se um pode ser obtido do outro a partir de uma
reflexão, de uma rotação e de uma dilatação, ao que denotamos por Λ1 ∼ Λ2. De outra forma,
Λ1 ∼ Λ2 se, e somente se, existem uma constante c > 0 e uma matriz unimodular U tais que
G1 = cUTG2U, em que cada Gi denota uma matriz de Gram de Λi e AT indica a transposição
da matriz A [5]. A partir da definição de equivalência entre reticulados compreende-se que, se
Λ1 ∼ Λ2 e Λ1 é um reticulado bem-arredondado, então Λ2 também é bem-arredondado.

Um corpo de números K de grau [K : Q] = n é um corpo que constitui-se como Q-espaço
vetorial de dimensão n. Os elementos de K que são raízes de um polinômio mônico p(x) ∈ Z[x]
são chamados de inteiros algébricos e formam um anel OK ⊆ K chamado de anel de inteiros de
K. É fato que qualquer ideal não nulo de OK pode ser escrito como uma Z-combinação linear de
n elementos em OK, os quais formam uma Z-base do ideal. Em particular, uma Z-base do anel
de inteiros é chamada de base integral de K. Como descrito na Introdução, existem exatamente
n monomorfismos σi : K −→ C, com i = 1, 2, . . . , n. Desses monomorfismos, existem r1 ≥ 0 tais
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que σi(K) ⊆ R, aos quais chamamos de monomorfismos reais de K. Os monomorfismos restantes
dividem-se em pares conjugados entre si e são chamados de monomorfismos complexos de K. Logo,
n − r1 = 2r2, em que r2 ≥ 0. O par (r1, r2) é chamado de assinatura de K. Se K tem assinatura
(r1, 0), dizemos que ele é totalmente real. Se K tem assinatura (0, r2), dizemos que ele é totalmente
complexo. É fato que, se K/Q é uma extensão galoisiana, então K é totalmente real ou totalmente
complexo [16, 17].

Se {b1, b2, . . . , bn} é uma base integral de K, define-se o discriminante desse corpo de números
como sendo ∆K = det [σi(bj)]

2
n×n - o qual é invariante por mudança de base integral. Sendo (r1, r2)

a assinatura de K, reordenemos os n monomorfismos de K colocando σ1, . . . , σr1 como sendo os
monomorfismos reais, σr1+1, . . . , σr1+r2 como sendo monomorfismos complexos não conjugados
entre si e σr1+r2+1, . . . , σn como sendo os restantes. Dessa forma, podemos redefinir o mergulho
canônico σK : K −→ Rn da seguinte forma, para qualquer x ∈ K:

σK(x) := (σ1(x), . . . , σr1(x),Re(σr1+1(x)), Im(σr1+1(x)), . . . ,Re(σr1+r2(x)), Im(σr1+r2(x))) , (1)

em que Re(.) e Im(.) denotam, respectivamente, a parte real e a parte imaginária do número
complexo. Assim, é fato que, para qualquer ideal I ̸= {0} de OK, o conjunto σK(I) é um reticulado
de posto completo em Rn, ao qual chamamos de reticulado ideal. Tal reticulado tem volume
igual a 2−r2 [OK : I]

√
|∆K|. Além disso, se K é totalmente real ou totalmente complexo, então

∥σK(x)∥2 = TrK/Q(xx), para qualquer x ∈ K ([17]).
Por sua vez, nas notações acima, dado um elemento α ∈ K totalmente positivo (isto é, tal que

αi := σi(α) > 0 para todo i = 1, . . . , n), o mergulho torcido σα : K −→ Rn pode ser definido como

σα(x) :=
〈(√

α1, . . . ,
√
αr1 ,

√
2αr1+1,

√
2αr1+1, . . . ,

√
2αr1+r2 ,

√
2αr1+r2

)
, σK(x)

〉
. (2)

A imagem de qualquer ideal I ̸= {0} em OK é um reticulado de posto completo em Rn, ao qual
também chamamos de reticulado ideal. Neste caso, o volume de σα(I) é ao igual ao produto do
volume de σK(I) pela raiz quadrada da norma algébrica de α na extensão K/Q. Além disso, se K
é totalmente real ou totalmente complexo, então ∥σα(x)∥2 = TrK/Q(αxx), para qualquer x ∈ OK.
Neste caso, se {b1, b2, . . . , bn} é uma Z-base do ideal I, então uma matriz de Gram de σα(I) pode
ser calculada como G =

[
TrK/Q(αbibj)

]
n×n

([14]).
Sejam m > 2 um inteiro qualquer e ζm uma raiz m-ésima primitiva da unidade. Denotemos

por L = Q(ζm) o corpo ciclotômico com índice m, o qual tem grau φ(m) (onde φ denota a função
totiente de Euler), e por K = Q(ζm + ζ−1

m ) o subcorpo maximal real de condutor m, o qual tem
grau φ(m)/2. Tal denominação é adequada porque K é o maior corpo contido em L ∩ R. São
fatos conhecidos, tal como pode ser encontrado em [16], que K/Q e L/Q são extensões galoisianas
e que os anéis de inteiros desses corpos são OL = Z[ζm] e OK = Z[ζm + ζ−1

m ] (a notação Z[θ] indica
que tal anel tem como Z-base o conjunto {1, θ, θ2, . . . , θn−1}, onde n é o grau do corpo). Em [10,
Lemma 4] encontra-se demonstrado que, para qualquer k = 1, 2, . . . ,m− 1,

TrL/Q(ζ
k
m) =

φ(m)µ(m/d)

φ(m/d)
, (3)

em que d = mdc(m, k) e µ denota a função de Möbius.
Consideremos o caso particular em m = 4p, onde p é um número primo ímpar, ou seja, K =

Q
(
ζ4p + ζ−1

4p

)
. Neste caso, o grau de K é n = p − 1. Denotemos e0 := 1 e, para cada i =

0, 1, . . . , φ(m)/2− 1, ei := ζim + ζ−i
m . Os lemas seguintes afirmam que tais ei são uma base integral

de K e apresentam algumas de suas propriedades:
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Lema 2.1. Nas condições acima, {e0, e1, . . . , ep−2} é uma base integral de K. Dados i, j ∈
{0, 1, . . . , p− 2}, tal base satisfaz a seguinte propriedade:

eiej =


ei j = 0

e2i + 2 se i = j > 0

ei−j + ei+j se i > j > 0

. (4)

Demonstração. Primeiramente vamos mostrar as propriedades: i) eie0 = ei 1 = ei; ii) Se i = j > 0
temos que eiei = (ζim+ζ−i

m )(ζim+ζ−i
m ) = ζimζim+ζimζ−i

m +ζ−i
m ζim+ζ−i

m ζ−i
m = ζ2im+ζ−2i

m +2 = e2i+2;
iii) Se i > j > 0 temos que eiej = (ζim + ζ−i

m )(ζjm + ζ−j
m ) = ζimζjm + ζimζ−j

m + ζ−i
m ζjm + ζ−i

m ζ−j
m =

ζi+j
m + ζ

−(i+j)
m + ζi−j

m + ζ
−(i−j)
m = ei+j + ei−j . Agora vamos mostrar que β′ = {ei}i=0,...,n−1

é base, onde n = p − 1, e para isso é suficiente mostrar que β′ gera o anel de inteiros de K (a
independência linear é trivial). Faremos isso por indução no k-ésimo elemento da base de potências
β = {ei1}i=0,...,n−1. Vamos mostrar que ele pode ser escrito como combinação linear da base β′.
Para k = 0, 1 é trivial. Assuma que vale para algum valor k, isto é, ek1 =

∑k
i=0 aiei, assim

ek+1
1 = e1e

k
1 = e1

∑k
i=0 aiei = a0e1 + a1e

2
1 + a2e2e1 + · · · akeke1 = a0e1 + a1(2+ e2)+ a2(e1 + e3)+

· · · ak(ek−1 + ek+1) =
∑k+1

i=0 biei.

Lema 2.2. Nas condições acima, sendo k ∈ {0, 1, . . . , p− 2}, temos:

TrK/Q(ek) =


p− 1 se k = 0

0 se k ≡ 1 (mod 2)

−2 se k ≡ 0 (mod 4) e k ̸= 0

2 se k ≡ 2 (mod 4)

. (5)

Demonstração. Como e0 = 1, então TrK/Q(e0) = [K : Q] = p−1. Se k > 0, segue da transitividade
do traço e de (3) que

TrK/Q(ek) = TrK/Q(ζ
k
4p + ζ−k

4p ) = TrK/Q(TrL/K(ζ
k
4p)) = TrL/Q(ζ4p) =

φ(4p)µ(4p/d)

φ(4p/d)
, (6)

em que d = mdc(4p, k). Como 0 < k < p, então p não divide k. Logo, se k ≡ 1 (mod 2), então
mdc(4p, k) = 1. Disso segue que µ(4p/mdc(4p, k)) = µ(4p) = 0 e, por (6), TrK/Q(ek) = 0. Por sua
vez, se k ̸≡ 1 (mod 2), então k ≡ 0 (mod 4) (caso I) ou k ≡ 2 (mod 4) (caso II). No caso I, como
p não divide k, tem-se mdc(4p, k) = p e, por (6), então TrK/Q(ek) = 2(p − 1)(−1)/(p − 1) = −2.
No caso II, ocorre mdc(4p, k) = 2p e, então, por (6), TrK/Q(ek) = 2(p− 1)/(p− 1) = 2.

3 Resultados Principais
Sejam K = Q(ζ4p + ζ−1

4p ), em que p é um primo ímpar, e n = p− 1 o grau de K. Consideremos
aqui as notações utilizadas na Seção 2. Denotemos α := 2 + e1. Nesta seção, nosso objetivo
é mostrar que Λ = σα(OK) é equivalente ao reticulado ideal obtido como imagem do anel de
inteiros de um corpo ciclotômico através do mergulho canônico, e que, consequentemente, Λ é
bem-arredondado.

Consideremos aqui outra base integral {v0, v1, . . . , vn−1} para o corpo K, obtida a partir da
base {e0, e1, . . . , en−1} por uma matriz de mudança de base triangular unitária:

vi =

i∑
j=0

(−1)jej , i = 0, 1, . . . , p− 2. (7)
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A base definida acima tem propriedades enunciadas no lema a seguir, cuja demonstração será
omitida, mas que pode ser feita utilizando as propriedades do Lema 2.1:

Lema 3.1. Nas condições acima, sendo α = 2 + e1, para cada i = 0, 1, . . . , p− 2, temos que

αvi =

{
2 + e1 se i = 0

(−1)i(ei + ei+1) se i ̸= 0
. (8)

Consequentemente,

αvivj =

{
(−1)i−j(ei−j + ei+j+1) se i > j

2 + e2i+1 se i = j
. (9)

Sendo L = Q(ζp) o corpo ciclotômico de índice p, é fato conhecido (como apontado em [4, Seção
7.3]) que

σL(OL) ∼ A∗
p−1, (10)

em que A∗
p−1 denota o reticulado dual de Ap−1 = {(x0, x1, . . . , xp−1) ∈ Zm : x0+x1+ . . .+xp−1 =

0}. Também é sabido (como citado em [4, Seção 6.6]) que uma matriz de Gram de A∗
p−1 é dada

por G = [aij ](p−1)×(p−1), em que

aij =

{
p− 1 se i = j

−1 se i ̸= j
. (11)

A seguir, considere wi := (−1)⌊
i
2⌋vi para cada i = 0, 1, . . . , n− 1. Como {v1, v2, . . . , vn} é uma

base integral de K, então {w1, w2, . . . , wn} também é.

Teorema 3.1. Nas notações acima,

TrK/Q(αwiwj) =

{
2(p− 1) se i = j

−2 se i ̸= j
. (12)

Então σα(OK) é equivalente ao reticulado σL(OL), em que L := Q(ζp).

Demonstração. Se i = j, segue do Lema 3.1 que αv2i = 2+ e2i+1. Disso e do Lema 2.2, concluímos
que TrK/Q(αw

2
i ) = TrK/Q(αv

2
i ) = TrK/Q(2) = 2(p − 1). Se i ̸= j, o Lema 3.1 implica que αvivj =

(−1)j−i (ej−i + ei+j+1), ou seja,

αwiwj = (−1)j−i+⌊ i
2⌋+⌊ j

2⌋ (ej−i + ei+j+1) . (13)

Devido ao Lema 2.2, para obter TrK/Q(αwiwj) basta calcular o traço da expressão acima para
cada par (i, j) ∈ {0, 1, 2, 3} com j > i, tratando j − i e i+ j +1 módulo 4 (por exemplo, αw1w3 =
(−1)3(e2+e1) tem traço na extensão K/Q igual a (−1)3(2+0) = −2). Em todos esses seis cálculos,
verifica-se com o auxílio do Lema 2.2 que TrK/Q(αwiwj) = −2, como queríamos demonstrar.
Portanto, a matriz de Gram do reticulado σα(OK) é igual a 2G, em que G denota a matriz de
Gram do reticulado A∗

p−1. Logo, segue de (10) que σα(OK) é equivalente a σL(OL).

Exemplo 3.1. Sejam K1 = Q
(
ζ4×5 + ζ−1

4×5

)
e K2 = Q

(
ζ4×7 + ζ−1

4×7

)
. Então, para k = 1, 2,

as matrizes de Gram Gk dos reticulados σα(OKk
), com α = 2 + e1, relativas à base {wi} são,

respectivamente,

G1 = 2


4 −1 −1 −1
−1 4 −1 −1
−1 −1 4 −1
−1 −1 −1 4

 e G2 = 2


6 −1 −1 −1 −1 −1
−1 6 −1 −1 −1 −1
−1 −1 6 −1 −1 −1
−1 −1 −1 6 −1 −1
−1 −1 −1 −1 6 −1
−1 −1 −1 −1 −1 6

 . (14)
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Corolário 3.1. O reticulado σα(OK) é bem-arredondado.

Demonstração. Seja L = Q(ζp). Sabe-se de [8, Theorem 1.2] que σL(OL) é um reticulado bem-
arredondado, o qual é equivalente ao resultado σα(OK) segundo o Teorema 3.1. Disso segue o
resultado.

4 Considerações Finais
Neste trabalho, mostramos que, para todo primo ímpar p, existe um mergulho torcido σα tal

que a imagem do anel de inteiros do subcorpo maximal real Q(ζ4p+ζ−1
4p ) através de σα consiste em

um reticulado ideal bem-arredondado. Para isso, provamos antes que tal reticulado é equivalente
ao reticulado ideal obtido através do mergulho canônico como imagem do anel de inteiros do corpo
ciclotômico de índice p, que, por sua vez, é equivalente ao conhecido reticulado A∗

p−1. Em trabalhos
futuros, temos a intenção de generalizar os resultados aqui apresentados para outras famílias de
subcorpos ciclotômicos maximais reais e de seguir a investigação sobre a existência de mergulhos
torcidos através dos quais imagens de anéis de inteiros de corpos de números são reticulados bem-
arredondados.
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