
Paralelização do Algoritmo das Projeções Sucessivas em GPU
usando uma Implementação das Regressões Sequenciais para
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E-mail: argfilho@gmail.com

Clarimar J. Coelho
PUC Goiás - Departamento de Computação

74605-010, Goiânia, GO
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Resumo: Este artigo apresenta uma implementação paralela do Algoritmo das Projeções Suces-
sivas (APS) denominada APS-SR-CUDA. Tal implementação explora uma unidade de proces-
samento gráfico (Graphics Processing Unit, GPU), por meio de uma plataforma de computação
paralela (Compute Unified Device Architecture, CUDA), e o conceito de regressões sequenciais
(Sequential Regression, SR). O APS é utilizado tradicionalmente para a seleção de variáveis no
contexto da calibração multivariada. É um procedimento iterativo composto por três fases que
cooperam para minimizar problemas de multicolinearidade de dados multivariados. A estratégia
SR é empregada na Fase 2 para eliminar o cálculo da matriz de projeção do APS original.
Os resultados obtidos com a aplicação do APS-SR-CUDA têm desempenho quatro vezes melhor
quando comparado ao APS.
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1 Introdução

A presença de correlação linear entre duas ou mais variáveis de um conjunto de dados é consid-
erada multicolinear [6]. O cálculo da matriz inversa em modelos de calibração pode apresentar
problemas de estabilidade numérica quando ocorre a multicolineridade entre as variáveis de uma
matriz [4]. Em problemas de predição multivariada, grande parte das variáveis não contribuem
para a capacidade preditiva do modelo [14]. Nesse caso, a seleção de variáveis pode ser uma boa
alternativa para eliminar a multicolinearidade e melhorar a capacidade preditiva dos modelos [7].

O APS é utilizado com sucesso para a seleção de variáveis no contexto de diferentes aplicações
como, por exemplo, calibração multivariada [12]; classificação e detecção de falhas quando o
objetivo é minimizar a multicolinearidade [2]; e melhorar a capacidade predtiva dos modelos de
calibração [13]. Este trabalho apresenta os resultados obtidos com uma implementação paralela
do APS, denominada APS-SR-CUDA, para reduzir o tempo computacional do APS original. Tal
implementação reduz o tempo computacional por meio da utilização da estratégia de regressões
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sequenciais, que evita o cálculo de inversão matricial. Os resultados mostram que o tempo
computacional do APS-SR-CUDA, em aplicações t́ıpicas, pode ser reduzido significativamente.

2 Algoritmo das Projeções Sucessivas

Em modelos de calibração, dada a matriz X e o vetor y, a modelagem divide os dados em
três conjuntos: calibração (Xcal e ycal), validação (Xval e yval) e predição (Xpred e ypred). O
APS é um procedimento iterativo bastante utilizado para a seleção de variáveis em modelos de
calibração. Dado uma variável inicial, uma nova variável é inserida no subconjunto de dados
caso tenha uma maior projeção ortogonal em relação à variável anterior [13]. Esse procedimento
é realizado até que um número máximo m seja atingido [12].

O APS é composto por três fases:

1. Fase 1 - consiste em operações de projeção realizadas na matriz Xcal. Cada elemento de
uma cadeia é selecionado de modo a obter a maior projeção ortogonal

P = I− xi(xi)T

(xi)Txi
, (1)

onde I é uma matriz identidade de dimensões Ncal ×Ncal, xi é a i-ésima coluna da matriz
Xcal e P a matriz de projeções.

2. Fase 2 - subconjuntos de variáveis candidatas são avaliados de acordo com o erro do modelo

3. Fase 3 - consiste na redução do número de variáveis selecionadas na Fase 2, descartando
aquelas que não contribuem para a capacidade preditiva do modelo.

Na Fase 2 (Algoritmo 1), o APS utiliza o conjunto de validação para avaliar subconjuntos de
variáveis extráıdas a partir das cadeias geradas na Fase 1. O melhor subconjunto de variáveis
fornece o menor valor de erro entre os subconjuntos testados. A Fase 2 é considerada o gargalo
computacional do APS quando comparada com as outras fases. Além disso, o cálculo da matriz
inversa da regressão (linha 7, Algoritmo 1) pode exigir grande esforço computacional e contribuir
para um baixo desempenho do algoritmo, principalmente quando a matriz for grande [1, 9].

Algoritmo 1: Fase 2 do APS.

1. faça k = 1

2. enquanto k < K

3. faça m = 1

4. enquanto m < M

5. Seja Xk×m um subconjunto de variáveis formado pelos m primeiros elementos da
cadeia k gerada na Fase 1

6. Seja S−1k×m, a matriz inversa da regressão (XT
calXcal)

−1XT
calycal

7. Utilizando as variáveis contidas em Xk×m, calcule a inversa S−1k×m e o restante da

regressão (XT
calXcal)

−1XT
calycal

8. Calcule o erro da cadeia k com m variáveis

9. faça m = m+ 1

10. fim enquanto m

11. faça k = k + 1

12. fim enquanto k
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Soares [1] sugere uma implementação em Matlab que reduz o tempo computacional do APS
que evita a inversão de matrizes. Tal implementação é baseada na estratégia de regressões
sequenciais. Seja {x1, x2, . . . , xM} uma cadeia de variáveis obtidas na Fase 1. Na Fase 2, as
variáveis são utilizadas para obter M modelos de calibração iniciando a partir de um modelo
com uma variável (x1), seguindo com (x1, x2) até (x1, x2, . . . , xM ) variáveis. Cada um dos
modelos de calibração podem ser obtidos por um procedimento de mı́nimos quadrados que requer
a inversão de matrizes maiores a medida que novas variáveis são adicionadas [5]. Entretanto,
a formulação das regressões sequenciais reduz o tempo computacional evitando o cálculo de
matrizes inversas [1].

A formulação das regressões sequenciais inicia-se a partir de uma única variável da seguinte
maneira:

y = β
(1)
1 x1 + εy|x1 , (2)

onde β
(1)
1 é o coeficiente de regressão e εy|x1 o reśıduo do modelo. Os superescritos (1) e y|x1

denotam que uma variável independente é empregada no modelo e que y é regredido em x1,

respectivamente [1]. A estimativa dos mı́nimos quadrados de β
(1)
1 é dada por:

β̂
(1)
1 =

∑N
i=1 yixi,1∑N
i=1(xi,1)

2
, (3)

em que yi e xi,1 representam os valores de y e x1 para o i-ésimo objeto de calibração (amostra),
respectivamente, e N representa o número de amostras (observações). Usando notação similar,
o modelo com duas variáveis pode ser escrito como:

y = β
(2)
1 x1 + β

(2)
2 x2 + εy|x1,x2 . (4)

Para obter β
(2)
1 e β

(2)
2 , x2 é inicialmente regredido em x1 de acordo com o modelo:

x2 = δ
x2|x1

1 x1 + εx2|x1 . (5)

A estimativa do coeficiente δ
x2|x1

1 pode ser calculada por uma regressão univariada como:

δ̂
x2|x1

1 =

∑N
i=1 xi,2xi,1∑N
i=1(xi,1)

2
. (6)

Então, β̂
(2)
1 e β̂

(2)
2 podem ser obtidos como:

β̂
(2)
2 =

∑N
i=1 e

y|x1

i xi,2∑N
i=1 e

x2|x1

i xi,2
, β̂

(2)
1 = β̂

(1)
1 − δ̂

x2|x1

1 β̂
(2)
2 , (7)

onde

e
y|x1

i = yi − β̂(1)1 xi,1, (8)

e

e
x2|x1

i = xi,2 − δ̂x2|x1

1 xi,1. (9)

O mesmo procedimento pode ser generalizado para obter um modelo com m variáveis a
partir de um modelo com m− 1 variáveis, onde m varia entre 2 e M . Para tal, a nova variável
independente xm é inicialmente regredida em {x1, x2, ..., xm−1} de acordo com

xm = δ
xm|x1,...,xm−1

1 x1 + δ
xm|x1,...,xm−1

2 x2 + . . .+ δ
xm|x1,...,xm−1

m−1 xm−1 + εxm|x1,...,xm−1 . (10)
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Os coeficientes β̂ do modelo com m variáveis são calculados como:

β̂(m)
m =

∑N
i=1 e

y|x1,...,xm−1

i xi,m∑N
i=1 e

xm|x1,...,xm−1

i xi,m
, (11)

β̂
(m)
m−j = β̂

(m−1)
m−j − δ̂

xm|x1,...,xm−1

m−j β̂(m)
m , j = 1, . . . ,m− 1, (12)

onde

e
xm|x1,...,xm−1

i = xi,m − (δ̂
xm|x1,...,xm−1

1 xi,1 + δ̂
xm|x1,...,xm−1

2 xi,2 + . . .+ δ̂
xm|x1,...,xm−1

m−1 xi,m−1), (13)

e

e
y|x1,...,xm−1

i = yi − (β̂
(m−1)
1 xi,1 + β̂

(m−1)
2 xi,2 + . . .+ β̂

(m−1)
m−1 xi,m−1). (14)

Soares [1] apresenta o exemplo da determinação de protéına em amostras de trigo. As
previsões do modelo apresentam baixos valores de erros e ganhos no tempo computacional em
relação à implementação tradicional do APS. No entanto, não explora avanços recentes das
arquiteturas computacionais nem a paralelização de tarefas [9].

Os algoritmos SR propostos neste trabalho, denominados APS-SR-MATLAB e APS-SR-
CUDA, utilizam a estratégia de regressões sequenciais proposta por Soares [1]. O APS-SR-
MATLAB e APS-SR-CUDA foram implementados, respectivamente, em Matlab e CUDA-C [3].
O APS-SR-CUDA é parcialmente paralelizado e executado como uma sub-rotina no ambiente
Matlab por meio de executáveis MEX [11].

Como mostra o Algoritmo 2, o código do APS-SR-MATLAB inicia na Fase 1 do APS. Os
parâmetros de entrada são: a matriz do conjunto de calibração (respostas instrumentais), val-
idação e predição; vetor das variáveis dependentes do conjunto de calibração (concentrações),
validação e predição; e número mı́nimo e máximo (normalmente igual a 1 e Ncal, respectiva-
mente) de variáveis a serem selecionadas.

Algoritmo 2: Implementação APS-SR-MATLAB.

1. Parâmetros: XcalNcal×K , XvalNval×K , XpredNpred×K , ycalNcal×1, yvalNcal×1,
ypredNpred×1, N1, N2.

2. Executa a Fase 1:

Centralização na média e auto-escalonamento das colunas de Xcal

Geração das cadeias de variáveis, contendo no mı́nimo N1 e no máximo N2
variáveis, a partir de cada coluna de Xcal

3. Executa a Fase 2 utilizando o próprio código em Matlab ou o Algoritmo 3

4. Executa a Fase 3

5. Gera o gráfico das variáveis selecionadas

6. Calcula o erro de predição

Depois da execução da Fase 1, a Fase 2 pode ser executada por qualquer uma das duas
versões: APS-SR-MATLAB ou APS-SR-CUDA. Na execução do APS-SR-CUDA, antes de ini-
ciar a Fase 2, os dados são transferidos para a memória da GPU (device), coprocessador da
Central Processing Unit (CPU ou host), onde é realizada a divisão de processos entre várias
tarefas (threads) para serem executadas concorrentemente [3].
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2.1 Paralelização para a Formulação das Regressões Sequenciais

O trecho de código entre as linhas 4 e 8 do Algoritmo 3 é implementado em paralelo empregando
funções CUDA kernel. A cada execução de um kernel, o número de blocos e o número de threads
por bloco são iguais a

√
N . O inteiro N é o número de linhas da matriz ou vetor de entrada

para a função kernel. Quando
√
N for um número decimal, o número de blocos e o número

de threads por bloco são obtidos pela função teto (d
√
Ne). Essa estratégia de implementação

explora mais eficientemente os núcleos de processamento da GPU, pois evita a utilização de um
único bloco com várias threads ou vários blocos com uma única thread [8, 9, 10].

Na solução do problema proposto, são utilizadas cinco funções kernel, não sendo necessário
sincronizar as threads para obter um desempenho computacional melhor do que o apresen-
tado por implementações tradicionais. O paralelismo é explorado somente para implementar as
operações de adição, subtração e multiplicação matricial. Isto é, adição e subtração de vetores,
multiplicação de matriz por vetor e multiplicação de vetor por escalar. Explora-se também o
paralelismo para a cópia de elementos entre matrizes e vetores. A ideia da implementação par-
alela destas operações pode ser ilustrada por meio da operação vetorial z = vN + wN . A soma
dos vetores utiliza N threads, onde cada uma executa zi = vi + wi da operação vetorial. O
Algoritmo 3 mostra um pseudocódigo para a implementação APS-SR-CUDA.

Algoritmo 3: Implementação APS-SR-CUDA.

1. L ← matriz onde cada coluna contém os ı́ndices das variáveis selecionadas na
Fase 1

2. Transferência dos dados da memória do host para a memória do device

3. para i = 1 até K

4. lambdas ← Li {cada thread copia um elemento da coluna i da matriz L}

5. x ← Xcallambdas {cada thread copia um elemento de cada coluna de Xcal}

6. Calcula β
(1)
1 utilizando a Equação (3)

7. Calcula β
(2)
1 e β

(2)
2 utilizando as Equações (5), (6), (7), (8) e (9)

8. Calcula β
(m)
1 , . . ., β

(m)
m , m = 1, 2, . . ., K, utilizando as Equações (11), (12), (13) e (14)

9. fim para

10. Transferência dos dados da memória do device para a memória do host

11. Seta os parâmetros de sáıda

3 Dados e Equipamentos

Os dados utilizados neste trabalho consistem de amostras integrais de trigo obtidas a partir
de material vegetal de produtores canadenses. Os dados foram determinados no laboratório de
pesquisa de grãos (Grain Research Laboratory) por 1090 espectros de reflectância no infraver-
melho próximo (NIR) de amostras inteiras de grãos de trigo, os quais foram utilizados como
dados referenciais na conferência internacional de reflectância difusa, em 2008 (http://www.idrc-
chambersburg.org/shootout.html).

Os algoritmos foram executados em um desktop com processador Intel core i7 2600 (3,4
GHz), 8 GB de memória RAM e uma placa gráfica NV IDIA R© GeForce GTX 550Ti com 192
CUDA cores e 2 GB de memória configurada.
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4 Resultados e Discussão

A Figura 1 mostra o tempo de execução para a Fase 2 do APS utilizando as implementações APS-
SR-MATLAB e APS-SR-CUDA. A variável N2 é o número máximo de variáveis selecionadas
para compor o modelo. Para N2 = 100, são realizadas regressões envolvendo de 1 até 100
variáveis. O tempo gasto aumenta de acordo com N2, porém o aumento é menos acentuado
para o APS-SR-CUDA. Vale ressaltar que o número (N) de linhas da matriz X, que é parâmetro
de entrada para as funções kernel, é fixo para toda execução. A variação ocorre apenas com o
número (N2) de variáveis selecionadas para fazer parte do modelo de calibração.

A partir do gráfico da Figura 1, observa-se uma tendência de crescimento para o desempenho
do algoritmo proposto com o crescimento do número de variáveis. Espera-se que essa tendência
seja mantida para conjunto de dados cada vez maiores. A Tabela 1 apresenta a comparação de
tempo computacional entre as implementações.
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Figure 1: Comparação de desempenho computacional entre APS-SR-MATLAB e APS-SR-CUDA.

Table 1: Tempo computacional (em segundos) para APS-SR-MATLAB, APS-SR-CUDA e Soares [1].

Algoritmo Número de variáveis

100 200 250

APS-SR-MATLAB 73,13 269,33 468,42
APS-SR-CUDA 19,88 89,80 170,87
Soares [1] 110,00 400,00 700,00

5 Conclusões

Este trabalho propôs as implementações APS-SR-MATLAB e APS-SR-CUDA. Ambas imple-
mentações são baseadas na proposta de Soares [1], que utiliza a estratégia de regressões sequen-
ciais para a Fase 2 do APS. O APS-SR-CUDA é parcialmente paralelizado utilizando uma GPU
com a tecnologia CUDA, por meio da linguagem computacional CUDA-C, e é capaz de reduzir
o tempo computacional do algoritmo proposto por Soares [1]. Comparando com o tempo dos
algoritmos, observa-se que as implementações SR são mais eficientes que as implementações
tradicionais. Por exemplo, para N2 = 250, a implementação de Soares [1] e o APS-SR-CUDA
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executam em torno de 700 e 171 segundos, respectivamente. Foi posśıvel observar que o APS-
SR-CUDA é, em média, 4x mais rápido.
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