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Resumo. O método das Equagoes de Estimagdo Generalizada proporciona 6timos resultados para
estimativas em modelo regressdo. No entanto, o desafio na aplicacdo deste método estd em uma
boa especificacdo para matriz de correlagdo de trabalho. Particularmente, em analise de dados
espaciais, a matriz de correlagdo espacial. Nesta conjuntura, a escolha de uma matriz de correlagao
espacial adequada é imprescindivel, pois uma matriz inadequada podera gerar estimativas pouco
confidveis haja vista o aumento do viés de estimagdo. Diante disso, neste estudo foi proposto
um novo método de selegdo da matriz de correlagdo de trabalho, baseado no condicionamento da
matriz de varidncia-covariancia naive. A avaliagdo da performance do método foi realizada por um
estudo de simulagoes, utilizando as distribui¢des marginais da Normal, Poisson e Gama para dados
espacialmente correlacionados.
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1 Introducao

As Equagoes de Estimagio Generalizada (EEG’s) permitem modelar de forma explicita a es-
trutura da correlagao de dados, sendo assim possivel ajustar a variabilidade entre as observagoes
além de fornecer estimativas consistentes dos parametros de regressao. Contudo, apesar de ser
amplamente utilizada, a abordagem das EEG’s ainda tem sido pouco explorada no contexto da
analise de dados espacialmente correlacionados. Sua aplicagdo requer, a priori, que seja especi-
ficada uma matriz de correlagdo, comumente nomeada de correlagado de trabalho. Esta matriz é
geralmente desconhecida e representada por R(¢p), em que ¢, também desconhecido, é um vetor
paramétrico de correlacao que caracteriza completamente a matriz R. De modo geral, as EEG’s
tem como ponto forte gerar estimativas consistentes para os parametros de regressao, mesmo que
a matriz de correlacdo de trabalho néo seja especificada corretamente, ver [11]. No entanto, uma
especificacdo da matriz de correlagao de trabalho que se aproxima da verdadeira matriz correlagao
que gerou os dados, poderda melhorar a eficiéncia dos estimadores dos parédmetros, sobretudo em
pequenas amostras.
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Os critérios os mais populares para escolha da melhor matriz de correlacao de trabalho sao Rot-
nizky and Jewell’s criterion (RJC), quasi-likelihood under the independence model criterion (QIC),
e Critério de Informagao de Correlagiao (CIC), propostos por [1, 8], [5] e [2], respectivamente.

Estes critérios, bem como alguns outros nao tao populares, foram estabelecidos no contexto da
analise de dados longitudinais. Ademais, pouco se conhece sobre o desempenho relativo, de cada
critério, com relagao a selegdo de uma estrutura da matriz de correlacao de trabalho 6tima para
melhorar a eficiéncia dos estimadores de regressao. Quando os dados sao georreferenciados com
uma estrutura de correlagao gerada a partir de algum modelo de semivariograma, nada se sabe
sobre o desempenho destes critérios.

Desta forma, neste estudo, propomos um novo critério, ver [9], para auxiliar na selegdo da
matriz de correlagao de trabalho espacial em EEG, com base no ntimero de condigao da matriz
de varidncias-covariancias naive. Particularmente, esta proposta é direcionada a analise de dados
espacialmente correlacionados. Para avaliar o desempenho do critério proposto, realizamos um
extenso estudo de simula¢ao e comparamos os resultados com os critérios RJC, QIC e CIC.

2 Equacoes de Estimagao Generalizada no Contexto de Da-
dos Espacialmente Correlacionados

A anélise de dados espacialmente correlacionados, a abordagem por EEG inicia-se definindo
um vetor Z = (Z(s1) = z1,...,Z(sp,) = 2,)' de varidveis respostas observadas em diferentes
localizagoes si,...,8, € S C R% Entdo, a partir da proposta de [3] a matriz de covariancia
espacial ¢ definida por V.= A'/?2R(p)A'/2, desde que se assuma um estimador consistente para
os parametros de correlacio espacial ¢, e A = diag(c(c?,...,02)) é uma matriz de variancias
dos dados com c definindo a dispersdo. Aqui, considera-se ¢ = 1. Desta forma, as estimativas
de quasi-verossimilhanca, para os parametros do modelo de regressao, sao obtidas pela solugao da

fungao escore
U=D'V(Z - p) M)

em que o vetor de médias tem elementos y; = g(x; 3), para alguma fun¢do g(-) monétona, dife-
renciavel e invertivel. E x é um vetor de ordem p x 1 que representam as entradas das linhas da
matriz de covariaveis e, 3 de ordem p X 1 é um vetor de parametros do modelo de regressao. D é
uma matriz de derivadas da média com relagao a 3.

Devido a forma nao fechada da fungao escore, sua solugao é realizada por algum método ite-
rativo. Entao, dado um estimador consistente para os parametros da estrutura de correlagao, um
estimador consistente para os pardmetros de regressao, disponivel na literatura como por exemplo

nos trabalhos de [6], [10], [4] e [7] é dado por:

B(m+1) _ B(m) n {(ﬁ(m))T (V(m))_l (ﬁ(m)):| -1 (]j(m))T (V(m))_l (Z - ﬂ(m)> )

Com isso, um estimador robusto (ou sanduich) e consistente para variancia é:
. PR S o o a1
V,yop = (DTV”D) (DTV*lcov(Z)V*D) (DTV*lD) : (3)

em que Cov(Z) = (Z — f1) (Z — 1) . Note que, se a matriz de trabalho coincide ou ¢ préxima da
verdadeira matriz de correlagao de trabalho, entdo, V aproxima-se ou coincide com Cov(Z). Neste
caso, o estimador de varidncia-covaridncias robusto reduz-se a um estimador 6timo, comumente
nomeado de naive, e dado por:

V= (ﬁTV—lﬁ)_l . (@)
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Portanto, qualquer que seja a matriz de correlagao de trabalho, dado um vetor nao-nulo x,
temos que

XT(Vmb — VN)X >0, (5)

isto é, a diferenca entre os estimadores robusto e naive resulta em uma matriz definida nao-negativa.
Logo, uma matriz de correlagao de trabalho mal especificada podera resultar em uma significativa
perda de eficiéncia. Mas, este problema podera ser controlado pelo condicionamento da matriz
\Y% N, haja vista sua influéncia no controle da propagacao dos erros de arredondamento na Equacgao
iterativa (2).

3 Condition-Number-Based Criterion

O condicionamento ou niimero de condigao matricial esté fortemente relacionado ao conceito de
eficiéncia numérica, sobretudo em problemas que envolvem inversao matricial. Para este estudo,
nos motivamos no fato de que o estimador robusto depende da inversao de termos equivalentes ao
estimador V. Neste caso, se Vy é mal condicionada, entao, V.o tende a ser mal condicionado.
Ainda, com relacdo a eficiéncia numérica do estimador descrito na Equacao (2), o processo iterativo
depende da inversao matricial repetidas vezes até a convergéncia. Entao, o mal condicionamento
da matriz V¥ podera prejudicar a eficiéncia numérica do estimador B, podendo ainda ser dilatada
pelos erros de arredondamento e aproximagao numérica.

Dentre os critérios mais populares estao o quasi-likelihood under the independence model crite-
rion (QIC), Critério de Informagéao de Correlagao (CIC) e Rotnizky and Jewell’s criterion (RJC).
No entanto, estes critérios levam em consideragao apenas os elementos da diagonal principal do
produto das matrizes de varidncias-covaridncias, obtidas pelo estimador robusto e sob indepen-
déncia ou robusto e naive. Ademais, de acordo com [1] quando se utiliza o critério RJC, sob a
especificacao de uma correta matriz de correlagao, o produto \Af&}m o X Vyob S€ aproxima de uma
matriz identidade. Contudo, os elementos fora da diagonal se aproximam de zero, mas ndo neces-
sariamente sdo iguais a zero. Da mesma forma, os elementos da diagonal nao sdo necessariamente
iguais a um. Diante disso, sente-se a necessidade de um critério que carregue toda a informagao
presente nas matrizes varidncias-covaridncias bem como da matriz de covaridncia espacial.

Nota-se que os critérios para selecao da matriz correlagao de trabalho dependem do estimador
de variancias robusto, que por sua vez depende do processo de inversao matricial. Portanto, é im-
portante considerar como os erros de arredondamento se propagam, ou seja, avaliar como pequenas
variagoes nos elementos de V e V1 influenciam nos resultados da estatistica de selecdo. Diante
disso, a proposta aqui, é estabelecer um critério baseado em uma modificagao nas expressoes do
critério RJC, introduzindo a norma e ntimero de condi¢cdo das matrizes Vrob e \A/'Naive, respec-
tivamente. Desta maneira, espera-se capturar toda informacao trazida da matriz de correlagao
espacial para estimativas das matrizes de varidncias-covariancias.

A introdugao do ntimero de condigdo de uma matriz tem como objetivo avaliar a sensibilidade
da matriz de varidncias-covaridncias. O mal condicionamento de uma matriz esté relacionado a
quase singularidade da matriz e, sua definicao é facilmente encontrada nos principais textos sobre
analise numérica como sendo:

Cond(B) = |B|| [B7"], (6)

em que ||-|| : R” — R define uma norma matricial induzida por uma norma vetorial, aqui a norma
euclidiana. Portanto, a grandeza do ntimero de condicao da matriz B revela a sensibilidade da
solucao do problema as pertubagoes na matriz de correlagao de trabalho.

Se o modelo marginal de regressao e a matriz de correlagao de trabalho estao corretamente
especificados, entao, estimador robusto reduz-se ao estimador naive. Com isso, aplicando a norma
em ambos os lados da equacao iterativa para estimativas dos pardmetros de regressao, temos que
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(7)

| H [(]j(m))T ((,(m))*l (ﬁ(m))} B (15("”)T (\7(”))71 (z - a™)
o o=y

- ~(m+1 - .
Entao, como ﬁ(m ) é solugao do sistema de EEG, podemos afirmar que

B(m+1) S (f)(m))T (V(m))71 (z — ﬂ(m)) . (9)

Portanto, utilizando uma manipulacao algébrica temos que

IN

HVNaive

|2 =] ®

B(erl)iB(m)H V Naive H\‘;mive H(]j(m))T H(Vm))l HZ_[L(m)H
B(m+1)H HV&}W ‘(]‘)(m))T H(V(m))‘l Hz_ﬂ(m)H (10)
= Cond(V Naive) *711 (11)
Naive

Desta forma, temos um majorante para o erro relativo das estimativas dos pardmetros do modelo
marginal de regressdo sob EEG. Portanto, o erro relativo é proporcional ao inverso da norma da
matriz estimada para varidncias-covaridncias, sob o estimador naive. Neste caso, o ntumero de
condicao é um fator de proporcionalidade, isto é, quantifica a sensibilidade para estimativas dos
parametros de regressao. Portanto, se a norma da matriz de varidncias-covaridncias estimada for
muito grande, entao, uma pequena perturbagao na matriz de correlagao de trabalho ou na resposta,
podera significar em um grande erro relativo para estimativas dos 3’s.

Com isso, a proposta aqui é selecionar a matriz de correla¢ao de trabalho espacial que minimiza
Condition-Number-Based Criterion (CNBC) (12).

Hvrob Cond(VNaive)

RILM = ,
p
N N 2
(Hvrob Oond(VNaive))
RJI,M = :
p
CNBC = \/(RJ;M —1)2 + (RJ,M —1)2, (12)

em que p é o nimero de covariaveis envolvidas no modelo marginal de regressao . Para avaliar
o desempenho do critério CNBC é realizado um estudo de simulagao, no qual os resultados sao
comparados com os critérios QIC, CIC e RJC, utilizando modelos de correlagao gerados a partir
das familias Wendland, Matérn, e o modelo Esférico.

4 Validacao do Critério de Selecao de Correlacao Espacial
por Estudo de Simulacao
Com objetivo de avaliar o desempenho do método proposto, realiza-se um estudo de simulagao

em termos da proporgao de selecao de uma estrutura de correlagao espacial verdadeira em compa-
racao com os critérios QIC, CIC e RJC. A ideia é avaliar a taxa de acerto, ou seja, o percentual
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em que os critérios identificou a verdadeira matriz de correlagao que gerou os dados. Para gerar
os dados utilizamos trés cenérios, a saber: considerando a varidncia da Normal, Poisson e Gama
para dados espacialmente correlacionados. Contudo, neste trabalho serdo apresentados apenas os
resultados para o caso da variancia da Gama.

1
Para definir o modelo de regressdo consideramos a fungao de ligagao inversa g(u;) = —. O

pardmetro de regressdo ((3) é considerado fixo e igual a Sy = 0,5. As respostas sao gerada; sob
estrutura de correlagao espacial, considerando os modelos das familias Wendland, Matérn e modelo
Esférico. Consideramos uma suavizagao k = 1,2 e 3, e v = 0,5,1,5 e 3,5 para covariancias da
familia Wendland e Matérn, respectivamente. O vetor de parametros que caracteriza a estrutura
espacial é considerado fixo para os trés casos, igual a ¢ = (¢1,¢2,¢3)" = (0,2;0,6;0,9)7. Sado
consideradas dois tipos de grades. Primeiramente consideramos uma grade de tamanhos 10 x 10 e
20 x 20, ambas com espagamento de 1 (uma) unidade entre os pontos.

Nas Tabelas 1 e 2 estao os resultados para taxa de acertos da verdadeira matriz de trabalho,
considerando resposta correlacionada da Gama. Notamos que os critérios CIC e QIC obtiveram
desempenho razoaveis tanto para estrutura da Wendland quanto da Matérn e modelos Esférico,
embora o QIC tenha obtido um desempenho muito ruim para o modelo Esférico considerando uma
grade de tamanho 10 x 10. Os critério RJC e CNBC obtiveram excelentes resultados, com taxas
de acertos superiores a 83% e 93%, respectivamente, em todas as configuragoes.

Tabela 1: Propor¢oes (%) de acertos na sele¢io da estrutura de correlagao espacial para respostas corre-
lacionada da Gama. Os pontos sdo distribuidos em grades regulares de tamanho 10 x 10 e 20 x 20. Os
dados sao gerados alternando os modelos da familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutura Critério Especificagao com n = 100  Especificagao com n = 400
Verdadeira W-x M-4,5 Esf W-x M-4,5 Esf
cic 25,9 35,8 38,3 32,0 31,2 36,8
W-1 QIC 421 49,5 8,4 37,4 54,0 8,6
RJC 89,4 2,7 7,9 84,5 8,5 7,0
CNBC 95,7 1,8 2,5 93,4 4,0 2,6
cic 34,1 32,8 33,1 35,5 29,7 34,8
W .2 QIC 41,5 51,3 7,2 36,7 55,4 7,9
RJC 89,2 24 8,4 85,3 8,8 5,9
CNBC 95,6 2,1 2,3 93,7 3,9 24
cic 39,6 30,0 30,4 32,5 33,1 344
W -3 QIC 43,7 52,7 3,6 35,8 57,0 7,2
RJC 89,5 3,1 7,4 88,4 6,6 5,5
CNBC 95,5 2,0 2,5 95,1 3,7 1,2

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. W - k : Wendland com suavizagao v.
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Tabela 2: Propor¢oes (%) de acertos na sele¢io da estrutura de correlagao espacial para respostas corre-
lacionada da Gama. Os pontos sao distribuidos em grades regulares de tamanho 10 x 10 e 20 x 20. Os
dados sao gerados alternando os modelos da familia Wendland, Matérn e Esférico.

Estrutura Critério Especificagao com n = 100  Especificagao com n = 400
Verdadeira W-x M-45 Esf W-x M-4,5 Esf
M-v W-3 Esf M-v W-3 Esf
cIc 34,4 38,3 27,3 40, 2 36,6 23,2
M- 0.5 QIC 41,0 54,0 5,0 35,8 47,3 16,9
’ RJC 83,6 8,7 7,7 84,6 9,0 6,4
CNBC 94,2 3,1 2,7 94,9 3,3 1,8
cIc 23,7 34,7 41,6 32,7 31,1 36,2
M-15 QIC 43,0 50,7 6,3 35,4 37,5 27,1
’ RJC 87,6 7,5 4.9 84,2 9,4 6,4
CNBC 95,1 3,2 1,7 94,0 3,9 2,1
cIc 30,2 37,7 32,1 32,1 28,9 39,0
M-35 QIC 44,0 49,5 6,5 40,4 41,2 18,4
’ RJC 85,7 6,6 7,7 89,2 5,5 5,3
CNBC 94,7 2,7 2,6 96, 1 1,8 2,1

Esf W-3 M-4,5 Esf W-3 M-4,5
cic 31,0 43,3 25,7 35,9 40,8 23,3
Esférico QIC 3,3 49,7 47,0 39,9 9,1 51,0
RJC 90,4 7,6 2,0 89,3 5,1 5,6
CNBC 96,0 2,7 1,3 95,4 1,6 3,0

CNBC: Condition-Number-Based Criterion. M - v : Matérn com suavizacao k.

Portanto, tanto o critério aqui proposto, quanto o RJC podem ser considerados para auxiliar na
escolha da matriz de correlagdo espacial. Ademais, convém ressaltar que o critério CNBC leva em
consideragao os efeitos dos erros de arredondamento envolvidos no processo de inversao matricial,
que estao presentes nos estimadores robusto e naive.

5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, um novo critério, nomeado Condition-Number-Based Criterion (CNBC), foi
desenvolvido com base no nimero de condigao das matrizes de varidncias-covariancia naive, para
selecionar uma estrutura de correlacao de trabalho espacial apropriada em GEE. Comparamos a
nossa proposta com os critérios RJC, QIC e CIC, disponiveis na literatura, por meio de um extenso
estudo de simulagao.

Destacamos que o critério proposto permite que as informacoes, presentes na matriz de corre-
lacao espacial, contribuam para estimativa de todas as partes do modelo de regressao sob EEG,
ao contrario dos outros critérios QIC, CIC e RJC. Ademais, neste trabalho focamos na selecao da
matriz de correlagao de trabalho sob a suposicao de que o modelo de média esta especificado cor-
retamente. A especificacado da estrutura de correlagdo é baseada em modelos de semivariogramas,
utilizando as familias Wendland, Matérn e modelo Esférico.
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