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Resumo. Apresenta-se a aplicação do método de homogeneização não periódica de dois espaços
para modelar o comportamento efetivo de uma barra micro-heterogênea funcionalmente graduada
com comportamento constitutivo linear. Um exemplo é apresentado para ilustrar o fato de que a
solução exata do problema que modela o comportamento da barra tende para a solução do chamado
problema homogeneizado que modela o comportamento da barra homogênea equivalente obtido da
aplicação do método de dois espaços.
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1 Introdução
Materiais micro-heterogêneos apresentam separação de escalas estruturais (caracterizada pelo

parâmetro geométrico pequeno ε, 0 < ε ≪ 1) e continuidade da microestrutura. Como consequên-
cia, a hipótese de homogeneidade equivalente garante que existe um material homogêneo ideal
com propriedades físicas constantes que são, de fato, as propriedades efetivas do material micro-
heterogêneo ao qual equivale esse material homogêneo [12]. O processo de obtenção tal material
homogêneo equivalente chama-se homogeneização.

Do ponto de vista matemático, o comportamento físico de interesse do material micro-heterogêneo
é modelado por problema cujas equações diferenciais têm coeficientes de variação rápida induzida
pela microestrutura pelo menos localmente. Por outro lado, as equações diferenciais do modelo do
material homogêneo equivalente têm coeficientes constantes chamados de efetivos, os quais, corres-
pondem às propriedades efetivas do material micro-heterogêneo estudado. A Figura 1 apresenta
três possíveis comportamentos induzidos pela microestrutura do coeficiente de uma barra micro-
heterogênea funcionalmente graduada com heterogeneidade (a) periódica, (b) não periódica com
variação rápida localizada, e (c) não periódica mas localmente periódica, respectivamente, para
valores decrescentes de ε, ilustrando assim sua variação rápida para ε suficientemente pequeno.
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Figura 1: Exemplos de coeficiente constitutivo (a) periódico, (b) não periódico de variação rápida locali-
zada, e (c) não periódico mas localmente periódico.

Métodos tradicionais de homogeneização matemática (tais como convergência em duas escalas
[1, 10], homogeneização assintótica [2, 3], Σ-, G-, Γ- e H-convergências [4, 9, 11, 15], homoge-
neização de tangente de segunda ordem [13, 14], funções teste oscilantes [19]) assumem que a
microestrutura dos materiais heterogêneos cujos modelos pretendem resolver é periódica. Inclu-
sive, uma abordagem comum no estudo de materiais heterogêneos com microestrutura aleatória é
aproximá-la mediante a replicação periódica de um elemento representativo de volume [8, 16–18].
Uma alternativa para homogeneizar materiais micro-heterogêneos não periódicos é o método de
dois espaços [6, 7].

O método de dois espaços é um método de homogeneização assintótica não periódica baseado
na construção de uma solução assintótica formal (SAF) na forma de uma série de potências de ε em
duas escalas. Os coeficientes funcionais biescalares das potências de ε são obtidos como soluções da
recorrência de problemas obtida de substituir a SAF no problema que modela o comportamento
de interesse do material micro-heterogêneo sob estudo. Mais especificamente, dessa recorrência
obtém-se os chamados problemas homogeneizado e locais. De fato, o problema homogeneizado
modela o comportamento do material homogêneo equivalente e os coeficientes constantes de suas
equações diferenciais são as propriedades efetivas do material micro-heterogêneo.

Neste trabalho, apresenta-se a aplicação do método de dois espaços para modelar o compor-
tamento efetivo de uma barra micro-heterogênea funcionalmente graduada com comportamento
constitutivo linear. Um exemplo é apresentado para ilustrar o fato de que a solução exata do
problema que modela o comportamento da barra tende para a solução do chamado problema ho-
mogeneizado que modela o comportamento da barra homogênea equivalente obtido da aplicação
do método de dois espaços.
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2 Metodologia

2.1 Problemas original e homogeneizado e relação entre suas soluções
Considere o problema de encontrar uε ∈ C2([0, 1]) tal que

d

dx

[
κε(x)

duε

dx

]
+ fε(x) = 0, x ∈ (0, 1), uε(0) = 0,

duε

dx

∣∣∣∣
x=1

= 0, (1)

em que 0 < ε ≪ 1, κε ∈ C1([0, 1]), κε(x) = κ(x, x/ε), é estritamente positiva e limitada, e
fε ∈ C([0, 1]), fε(x) = f(x, x/ε). A solução do problema (1) é obtida por integração direta como

uε(x) =

∫ x

0

1

κε(s)

∫ 1

s

fε(t)dt ds. (2)

No contexto da eletrostática, por exemplo, sendo uε(x) o potencial eletrostático e −duε/dx
o campo elétrico, o problema (1) modela o estado de equilíbrio de uma barra dielétrica linear
com permitividade κε(x) e densidade de cargas livres fε(x), com uma extremidade com potencial
nulo e a outra extremidade com deslocamento elétrico nulo, ou seja, [−κε(x)duε/dx]x=1 = 0.
Interpretações semelhantes podem ser feitas nos contextos das condutividades elétrica e térmica,
da magnetostática, e da elasticidade linear entre outros (ver também Cap. 12, Vol. II, de [5]).

Do ponto de vista da homogeneização matemática, a questão norteadora é: existe u0 ∈ C2([0, 1])
tal que lim

ε→0+
uε(x) = u0(x)? A resposta é a solução

u0(x) =

∫ x

0

1

κ0(s)

∫ 1

s

f0(t)dt ds (3)

do problema homogeneizado

d

dx

[
κ0(x)

du0

dx

]
+ f0(x) = 0, x ∈ (0, 1), u0(0) = 0,

du0

dx

∣∣∣∣
x=1

= 0, (4)

em que o coeficiente efetivo κ0(x) e o termo independente médio f0(x) são obtidos como

g0(x) = lim
ε→0+

1

∆x

∫ x+∆x

x

gε(s)ds = lim
ε→0+

ε

∆x

∫ x
ε+

∆x
ε

x
ε

g(x, y)dy = lim
y→+∞

1

y − y0

∫ y

y0

g(x, s)ds, (5)

em que g ∈ {1/κ, f}, ou seja,

κ0(x) =

(
lim

y→+∞

1

y − y0

∫ y

y0

ds

κ(x, s)

)−1

, f0(x) = lim
y→+∞

1

y − y0

∫ y

y0

f(x, s)ds. (6)

Proposição. Seja ε, 0 < ε ≪ 1. Sejam uε, u0 ∈ C2([0, 1]) as soluções (2) e (3) dos problemas
original (1) e homogeneizado (4), respectivamente. Então, lim

ε→0+
uε(x) = u0(x). ■

Para mostrar a proposição anterior, emprega-se o teorema de Keller [6] enunciado a seguir:

Teorema. Seja φε ∈ C([0, 1]) tal que φε(x) = φ(x, x/ε) e

(i)
∂φ

∂x

(
x,

x

ε

)
∈ C([0, 1]), (ii) ∃B ∈ R∗

+ :

∣∣∣∣∂φ∂x (
x,

x

ε

)∣∣∣∣ ≤ B, ∀x ∈ [0, 1], ∀ε > 0,

(iii) lim
ε→0+

ε

∆x

∫ x
ε+

∆x
ε

x
ε

φ(x, y)dy existe uniformemente em x, ∀x ∈ [0, 1], independente de ∆x.

Então, lim
ε→0+

∫ x

0

φε(s)ds =

∫ x

0

φ0(s)ds, em que φ0(x) = lim
ε→0+

ε

∆x

∫ x
ε+

∆x
ε

x
ε

φ(x, y)dy. ■
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Demonstração da proposição. Sendo φε(x) o integrando de (2), cumprem-se as condições do
teorema de Keller. Logo, levando em conta (5), tem-se que φ0(x) é o integrando de (3) e

lim
ε→0+

uε(x) = lim
ε→0+

∫ x

0

1

κε(s)

∫ 1

s

fε(t)dt ds =

∫ x

0

1

κ0(s)

∫ 1

s

f0(t)dt ds = u0(x). ■

Logo, sendo uε ∈ C2([0, 1]) a solução do problema original (1), se existem os limites em (6),
então existe lim

ε→0+
uε(x) = u0(x), sendo u0 ∈ C2([0, 1]) a solução do problema homogeneizado (4).

Na próxima subseção, apresenta-se a obtenção do problema homogeneizado (4) a partir do
problema original (1) mediante a aplicação do método de dois espaços.

2.2 Aplicação do método de dois espaços
Procura-se uma SAF do problema (1) da forma

uε(x) ∼ u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y), y =
x

ε
, (7)

com uk(x, y), ∂uk/∂x e ∂uk/∂y, k ∈ {0, 1, 2}, contínuas e limitadas. De substituir (7) na equação
diferencial do problema (1) levando em conta a regra da cadeia, tem-se, depois de agrupar por
potências de ε, que

ε−2Lyyu0+ε−1 (Lyyu1 + Lyxu0 + Lxyu0)+ε0 (Lyyu2 + Lyxu1 + Lxyu1 + Lxxu0 + f) = O(ε), (8)

em que O(ε) representa a coleção dos termos das potências positivas de ε, os quais tendem para 0
quando ε → 0+, e Lαβ(·), α, β ∈ {x, y}, são operadores diferenciais lineares definidos por

Lαβ(·) =
∂

∂α

[
κ(x, y)

∂(·)
∂β

]
, α, β ∈ {x, y}. (9)

Para (8) ser satisfeita quando ε → 0+, os coeficientes das potências não positivas de ε devem
anular-se, o qual produz a seguinte recorrência de equações diferenciais para uk(x, y), k ∈ {0, 1, 2}:

ε−2 : Lyyu0 = 0, (10)

ε−1 : Lyyu1 + Lyxu0 + Lxyu0 = 0, (11)

ε0 : Lyyu2 + Lyxu1 + Lxyu1 + Lxxu0 + f(x, y) = 0, (12)

as quais devem ser complementadas com as condições de contorno que resultam de substituir a
SAF (7) nas condições de contorno do problema original (1).

Observe que, para x fixo, as equações diferenciais na recorrência (10)-(12) são da forma

d

dy

[
K(y)

dN

dy

]
+ F (y) = 0, y ∈

(
0,

1

ε

)
, (13)

em que K(y) = κ(x, y) e N(y) = uk(x, y), k ∈ {0, 1, 2}. Para resolver (13), faz-se o seguinte:

1. Integra-se (13) em (y0, y) ⊂ (0, 1/ε), y0 fixo, para obter

K(y)
dN

dy
= K(y0)

dN

ds

∣∣∣∣
s=y0

−
∫ y

y0

F (s)ds. (14)

2. Levando em conta que K(y) > 0, isola-se dN/dy em (14) e integra-se em (y0, y) para ter

N(y)−N(y0) = K(y0)
dN

ds

∣∣∣∣
s=y0

∫ y

y0

ds

K(s)
−
∫ y

y0

1

K(s)

∫ s

y0

F (t)dt ds. (15)
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3. Considerando que N(y) é limitado, que ε → 0+ implica y → +∞, e que a primeira definição
em (6) produz K0, divide-se (15) por y− y0 e passa-se ao limite quando y → +∞ para ter-se

K(y0)
dN

ds

∣∣∣∣
s=y0

1

K0
= lim

y→+∞

1

y − y0

∫ y

y0

1

K(s)

∫ s

y0

F (t)dt ds. (16)

4. O próximo passo depende de caso particular, ou seja, de qual N(y) = uk(x, y), k ∈ {0, 1, 2}.

A aplicação dos passos 1-4 à recorrência (10)-(12) produz os seguintes resultados:

• De (10), resulta que u0(x, y) não depende de y. Notação: u0(x, y) = u0(x). Assim, (11)
transforma-se em

Lyyu1 = −∂κ

∂y

du0

dx
. (17)

• De (17), resulta o coeficiente efetivo κ0(x) como em (6), e

u1(x, y) = N1(x, y)
du0

dx
+ u1(0, 0), N1(x, y) = κ0(x)

∫ y

0

ds

κ(x, s)
− y. (18)

• De (12), depois de atualizar, obtém-se a equação diferencial do problema homogeneizado (4)
com o termo independente médio f0(x) como em (6).

Finalmente, as condições de contorno do problema homogeneizado (4) seguem de substituir a
versão atualizada da SAF (7) nas condições do problema original (1).

Na próxima seção, apresenta-se um exemplo ilustrativo dos resultados teóricos acima.

3 Exemplo

Considere o problema (1) com coeficiente (ver Figura 1(b))

κε(x) =
(
1 +

x

ε

)−1
√
1 +

(x
ε

)2

(19)

e termo independente fε(x) = 1, de maneira que sua solução (2) é

uε(x) = ε
[
1− ε−

(ε
2
+ 1

)
arcsenh

x

ε

]
+
(x
2
+ ε− 1

)√
ε2 + x2, (20)

o coeficiente efetivo é κ0 = 1, o termo independente médio é f0 = 1, e a solução do problema
homogeneizado (4) é

u0(x) =
x2

2
− x. (21)

Observe que (20) e (21) são tais que lim
ε→0+

uε(x) = u0(x), como ilustrado na Figura 2.
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Figura 2: As soluções exata uε(x) e homogeneizada u0(x), dadas por (20) e (21), respectivamente, são
tais que lim

ε→0+
uε(x) = u0(x).

4 Considerações Finais
Neste trabalho, apresentou-se a aplicação do método de homogeneização assintótica não perió-

dica de dois espaços para a obtenção do comportamento efetivo de uma barra micro-heterogênea
funcionalmente graduada com comportamento constitutivo linear. Um exemplo foi apresentado
para ilustrar o fato de que a solução exata do problema que modela o comportamento dessa barra
tende para a solução do problema homogeneizado que modela o comportamento da barra homo-
gênea equivalente obtido da aplicação do método de dois espaços quando o parâmetro geométrico
que caracteriza a separação de escalas tende para zero. Finalmente, observe que a metodologia
apresentada pode ser generalizada naturalmente para modelar situações tridimensionais em que
a heterogeneidade ocorre em uma direção (por exemplo, esferas e cilindros centrossimétricos com
heterogeneidade na direção radial e compósitos laminados com lâminas funcionalmente graduadas).
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