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Resumo. O processo de secagem é comum em operagoes industriais para conservagao de alimentos.
A forma geométrica elipsoidal e suas variagbes sdo encontradas em produtos agricolas, tais como:
graos de arroz, trigo e feijao. Neste sentido, este trabalho tem como objetivo prever a distribuigao de
umidade no interior de sélidos com formato elipsoidal durante o processo de secagem intermitente.
Para tanto, utilizou-se o método integral baseado em Galerkin (método GBI) para obter a solugao
da equagado de difusdo incorporando o periodo de témpera na cinética de secagem intermitente.
Foram realizados testes de simulacdo numeérica variando a duragao do periodo de témpera e o efeito
na cinértica de secagem foi avaliado.

Palavras-chave. Equacgao de Difusado, Simulagdo Numeérica, Cinética de Secagem, Elipsoide.

1 Introducao

A operagao de secagem pode ser modelada considerando os conceitos de fenémenos de trans-
porte a partir da lei de Fick para difusdo de massa e da lei de Fourier para conducao de calor,
além de correlagoes empiricas ou semi-empiricas mais simples, que também sao bastante utilizadas
para predizer a taxa de secagem de produtos agricolas. E possivel fazer previsiao da distribuicao de
umidade e/ou temperatura local no produto e definir o tempo de processamento para o produto
atingir um determinado teor de umidade adequado para conservacao. Os valores médios do teor de
umidade do produto sao utilizados para monitorar o processo de secagem e avaliar sua eficiéncia.

Para a geometria elipsoidal, a solugao da equacao de difusao é bastante complexa de aplicar
em problemas industriais e da engenharia [1, 8]. O método integral baseado em Galerkin (método
GBI) se destaca como método alternativo para obter solugdo analitica aproximada da equagao de
difusdo para geometrias arbitrarias [3, 6, 9.

A técnica de secagem intermitente vem sendo utilizada na industria de processamento de ali-
mentos com o objetivo de melhorar a qualidade dos produtos secos e reduzir o consumo energético.
Uma secagem intermitente é composta por uma sucessao de ciclos, cada um deles consistindo em
um periodo de secagem ativa seguido de um periodo de témpera [2, 7]. Ainda sdo escassos 0s
trabalhos cientificos com objetivo de descrever a secagem intermitente de sélidos elipsoidais. Em
[3] ¢ apresentado um modelo matematico para descrever secagem continua e intermitente de solidos
elipsoidais. O periodo de témpera (periodo de repouso) foi considerado na modelagem e a solucao
da equagao de difus@o com condigdo de contorno de equilibrio (condi¢do de contorno de Dirichlet
ou do primeiro tipo) foi obtida via método GBI
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Neste estudo, utilizou-se 0 método integral baseado em Galerkin (método GBI) para descre-
ver a secagem intermitente de solidos elipsoidais, considerando condigao de contorno convectiva
(condigdo de contorno do terceiro tipo). Desta forma, foi possivel realizar testes de simulagio
computacional para diferentes condigdes operacionais de secagem intermitente e avaliar possiveis
vantagens quando comparado & secagem continua.

2 Modelo Mateméatico

Para descrever o processo de secagem, considerou-se a equagdo de difusdo transiente bidimen-
sional em coordenadas cilindricas dada por:

oM 10 oM a , 0OM

O =1 rDS) + (D),

ot r or or 0z 0z
em que M denota o teor de umidade e D é o coeficiente de difusao de massa. Neste caso, assumiu-se
uma difusao simétrica em relacao ao eixo z de forma que a posi¢ao no interior do elipsoide pode

ser determinada pelas coordenadas (r,z) definidas através do sistema de eixos r e z com origem no
centro do elipsoide como mostra a Figura 1.

em . (1)

Figura 1: Elipsoide prolato no sistema de coordenadas cilindricas (z > 0). Fonte: dos autores.

O problema matematico consiste em obter uma solugao M (r, z,t) da equagio (1) com a condigao
inicial M (r, z,0) = My e satisfazendo a condi¢ao de contorno de terceira espécie, em que o fluxo
difusivo de massa que atravessa a fronteira é igualado ao fluxo convectivo de massa na vizinhanga
da mesma, isto é:

7ngrj\l4 = hm(M - M(zq)a em S. (2)

em que 7 é um vetor unitério normal exterior a superficie S do elipsoide, M., é o teor de umidade
de equilibrio e h,, é o coeficiente de transferéncia de massa convectivo.

A fim de permitir a solugdo do problema fisico, as seguintes hipoteses foram consideradas: (a)
o solido é homogéneo e isotropico; (b) as propriedades termofisicas sdo constantes ao longo do
processo; (c¢) as condic¢oes de contorno sdo homogéneas.

A solucdo do modelo foi implementada na forma adimensional considerando a mudanca de

. «  M—M,, <
variavel M* = Mo=h.; DA equagao (1).
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Assim, a condigao inicial e a condigao de contorno homogénea tornam-se: M* =1 e —D7 =
hpo M*, em S.

O método integral baseado em Galerkin consiste em obter solugao da equagéo (1) na forma [6,
9]:

N
M*(r,z,t) = Y CrWp(r, 2) exp(—nt). )

n=1

em que U, (r, z) é escolhida satisfazendo a condi¢do de contorno homogénea de modo que (3) seja
solugao da equagao (1), v, e C,, devem ser determinados paran=1,..., N.

Substituindo a equagdo (3) na equagdo (1) e apos algumas operagdes algébricas, a seguinte
equacao diferencial é obtida:

LW, ] = V2DV, (r, 2)] + 7V, (r, z) = 0. (4)

com V,, :  — R satisfazendo a condigao de contorno homogénea.

Desta forma, a solugao transiente (3) conduz a um problema de autovalores. As fungées U, (r, z)
podem ser construidas a partir de um conjunto de fungoes definidas em €, cada uma satisfazendo a
condi¢ao de contorno homogénea, mas ndo necessariamente a equagao (4). Elas sdo seleciondadas
de acordo com o método de Galerkin [5] da seguinte forma:

N
z) = Z dnj £i(r, 2) (5)

em que as N funcoes de base sao escolhidas em um conjunto completo {f;(r,2)}, j = 1,2,3,...
de funcoes lincarmente independentes, f; definidas em 2, satisfazendo a condicdo de contorno
homogénea —D 5% 0 — = hmf;. Neste trabalho, utilizou-se as funcoes de base para a geometria
elipsoidal e condlgao de contorno de terceiro tipo apresentadas em [4] na forma adimensional por:

PR (b2/a®)(1 —12/a® — 2% /b? n 1 } (©)
S a7 ) (2 a?) 2 T 2 B
h
onde a e b sao as medidas dos semi-eixos do elipsoide, Bi = % é chamado ntimero de Biot de
transferéncia e f; = "2 (Byr® + Bp2* 4+ B3), j = 1,..., N emj,n; = 0,2,4,6,... sdo as fungdes

de base para condigao de contorno homogenea de segunda espécie.
Usando o procedimento de Galerkin, os cocficientes d,,; ¢ os autovalores v, sao determinados de
modo que L[V, ] seja ortogonal as primeiras N fungdes do conjunto completo. Tem-se, portanto,

. N
| LY sty 02 =0, =1 N, (7)
o o

Uma vez que os autovalores -y, s2o determinados, os autovetores d, associados podem ser
obtidos. Para cada autovalor, obtém-se de (7) um sistema de equagoes algébricas cuja solugao sao
as componentes dy1, dna, .. .,d, Ny do autovetor associado.

A solugdo estard completa com o calculo dos coeficientes C,,. Para isto, aplica-se a condigao
inicial M*(r,2z,0) = 1 na equacao (3). Analogamente a solugdo exata e expansao em série de
Fourier, multiplica-se ambos os lados da equagao resultante por f; e integrando sobre ) tem-se:

/szfidQ=/i Cp U, (r, 2)] f:dQ2. (8)
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Repetindo o processo para cada fungao de base f;, i = 1,..., N, obtém-se de (8) um conjunto
de N equacgoes algébricas lineares que permite calcular os valores de C,.

No problema em estudo, Q denota o elipsoide apresentado na Figura 1 e a integracio em (7)
e (8) é sobre seu volume. Assim, o teor de umidade médio adimensional é calculado da seguinte

forma:
. 3 27 pa  pby/1—(r/a)?
M (t) = ——— M*rdzdrd0. 9
®) 27Ta2b/0 /0 /0 ra=ar 9)

Para simular a distribuicao de umidade no interior do sélido, durante o periodo de témpera,
duas condigoes foram admitidas: (i) a distribui¢ao de concentragao no interior do sélido é conhecida
no inicio do perfodo de témpera; (ii) a superficie do sélido é considerada impermeéavel, isto é, a
concentragao média no so6lido é constante durante o periodo de témpera. Em termos de equagao
matematica, a superficie do solido sera considerada impermeéavel (isolada) aplicando-se a condi¢ao
de contorno de segunda espécie homogénea (condi¢do de contorno de Newmann) com fluxo nulo
prescrito na superficie, de tal forma que 22- = 0 em S. Por outro lado, a condicio de contorno
de segunda espécie homogénea pode ser obtida da condi¢ao de contorno de terceira espécie (2)
considerando-se h,, — 0. Neste caso, para obter a solu¢ao do modelo também utilizou-se o método
integral baseado em Galerkin com as fungoes de base adequadas para geometria elipsoide e condigao
de contorno de segunda espécie [4].

Neste trabalho, foi desenvolvido um cédigo computacional na plataforma Mathematica®) 7.0
para implementar o método integral baseado em Galerkin. Apoés analise de convergéncia da solugao,
consideramos N = 16 termos da série na equagao (3), que corresponde a 16 fungoes de base gerando
matrizes de ordem 16x16.

3 Resultados e Discussao

Para prever a distribui¢do de umidade no interior de so6lidos elipsoidais foram realizados testes
de simulacao de secagem continua e intermitente. Os resultados sao apresentados em funcao do
ntmero de Fourier (Fo = Dt/a?).

Tabela 1: Descri¢ao dos testes de simulagao.
Testes N© de Biot N° de pausas Inicio da témpera (F,) Fim da témpera (F,) AF,

T1 1 0 - - -
T2 1 1 0,018 0,036 0,018
T3 1 1 0,018 0,054 0,036
T4 1 1 0,018 0,162 0,144
T5 5 0 - - -
T6 5 1 0,018 0,036 0,018
T7 5 1 0,018 0,054 0,036
TS 5 1 0,018 0,162 0,144
T9 15 0 - - -
T10 15 1 0,018 0,162 0,144
T11 15 2 0,018 0,090 0,072
0,108 0,180 0,072

Para a condicao de contorno de terceira espécie, considera-se que o teor de umidade na superficie
nao atinge o valor de equilibrio instantaneamente no inicio do processo de secagem. Neste caso,
o teor de umidade na superficie se modifica ao longo do processo e a velocidade com que essa
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variagao ocorre é medida através do coeficiente de transferéncia de massa convectivo (h) ou, de
forma adimensional, a partir do ntimero de Biot (Bi = ha/D). Os resultados apresentados a
seguir foram simulados considerando-se um elipsoide de razao de aspecto b/a = 2,0 (a = 1,0¢m), o
numero de Biot finito, como descrito na Tabela 1, e o coeficiente de difusividade de massa constante
D =1,0x10"°cm?/s.

Variando o periodo de témpera e o naimero de Biot foi possivel simular como se comporta o teor
de umidade médio adimensional, ao longo do tempo adimensional (Fo = Dt/a?). Os resultados
mostraram que, para Bi = 1,0, o efeito de témpera ¢é irrelevante no teor de umidade do sélido.
Para Bi = 5,0, o efeito de témpera comegou a ser percebido com pequenas alteragdes na taxa de
secagem, como pode ser observado na Figura 2. Destaca-se que, para niimero de Biot igual a 30,0,
a cinética de secagem continua comega a se aproximar do comportamento de secagem para Biot
infinito, ja analisada por [3].

1,0 1,0
\ \ Bi=5.0 Dbla=2.0
% R Inicio Fo = 0,018 Fim Fo= 0,036

X
d
0,8 — 0,8 \ % Inicio Fo = 0.018 Fim Fo = 0.054
\. @ [nicio Fo=0.,018 Fim Fo= 0.162
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Figura 2: Efeito do tempo de témpera na cinética de secagem de um elipsoide com razao de aspecto 2,0
para Bi =5,0: (a) incluindo o periodo de témpera; e (b) excluindo o periodo de témpera (Testes T5, T6,
T7 e T8). Fonte: dos autores.

A partir do modelo difusivo foi possivel simular a distribuicdo do teor de umidade adimensional
em fungdo das coordenadas cilindricas (r, z), no interior de um elipsoide com razéo de aspecto
b/a = 2,0, para varios valores de Biot. Em todos os casos, a homogeneizagdo de umidade no
interior do so6lido foi observada no final do periodo de témpera. Para Bi = 1,0 verificou-se que o
teor de umidade no centro e na superficie ja sao préoximos no inicio da témpera, isto é, pequenos
gradientes de umidade foram gerados no interior do solido, o que justifica o efeito de témpera ser
irrelevante neste caso. Quanto maior o nimero de Biot, maior a quantidade de 4gua que migra do
centro para a superficie do sélido, consequentemente menor seré o tempo necesséario para completa
homogeneizagdo de umidade no material. A Figura 3 mostra a distribui¢do do teor de umidade
adimensional em fun¢do das coordenadas cilindricas (r, z) no interior do elipsoide, para Bi = 15,
no inicio e no final do periodo de témpera (inicio em Fo = 0,018 e fim em Fo = 0, 162).

O modelo desenvolvido permite a implementagao de uma estratégia de secagem, a fim de
prever possiveis economias de energia. A Figura 4 apresenta as cinéticas de secagem continua e
intermitente com uma pausa de AFo = 0,144 e duas pausas de AFo = 0,072, para Bi = 15,0.
Observa-se que as secagens intermitentes com uma e duas pausas apresentam maiores taxas de
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secagem em comparagao com a secagem continua. Para o tempo adimensional Fo = 0,108, o teor
de umidade médio adimensional obtido na simulagao foi de aproximadamente 0, 35; 0, 31 e 0, 28 para
secagem continua, intermitente com uma pausa e intermitente com duas pausas, respectivamente.
Desta forma, a secagem intermitente com duas pausas proporcionou resultados significativamente

melhores.
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Figura 3: Distribuigio do teor de umidade adimensional no interior de um e
b/a = 2,0 no inicio e no final do periodo de témpera para Bi = 15,0:
Fo=0,162 (fim) (Teste T10). Fonte: dos autores.
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Figura 4: Efeito do ntimero de pausas na cinética de secagem de um elipsoide com razao de aspecto 2,0
para Bi = 15,0: (a) incluindo o perfodo de témpera e (b) excluindo o periodo de témpera (Testes T9, T10

e T11). Fonte: dos autores.
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4 Consideracoes Finais

A secagem continua e intermitente de solidos elipsoidais foi analisada a partir da solugao da
equacao de difusdo com condig¢ao de contorno convectiva, em que o teor de umidade na superficie
se modifica ao longo do processo e a velocidade com que essa variagao ocorre esté relacionada
com o numero de Biot. A partir da simulagdo computacional foi possivel verificar que a secagem
intermitente provoca redistribui¢ao de umidade durante o periodo de témpera e a quantidade de
4dgua removida por unidade de tempo de secagem é consideravelmente maior quando comparada
& secagem continua. Desta forma, pode-se acelerar a velocidade de secagem aplicando-se apenas
uma pausa e aumentando a duragao da témpera. Mantendo a duragao do periodo de témpera e au-
mentando o numero de pausas, é possivel acelerar o processo de secagem com duas pausas quando
comparado com a secagem com uma pausa, o que implica em reduzir a relagao de intermiténcia
de 1:1 para 1:2. Verificou-se que, para nimero de Biot menor que 5,0, o efeito de témpera produz
alteracoes irrelevantes no teor de umidade do solido. Este fato é devido aos baixos gradientes de
umidade, fazendo com que a migracao de umidade do centro para a superficie do solido seja mi-
nimizada. Por fim, o modelo apresentado pode ser utilizado para descrever fenémenos de difusao
transiente (secagem, umidifica¢do, aquecimento e resfriamento) em elipsoides e, como casos parti-
culares, em esfera e cilindro infinito, variando a razao de aspecto b/a. Por exemplo, solidos com
b/a = 1,001 correspondem aproximadamente a uma esfera e b/a = 100,0 a um cilindro infinito.
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