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Resumo. O problema de difusdo de oxigénio em tecidos é descrito de maneira semelhante ao
problema de difusdo de calor e pode ser tratado como um problema de fronteira mével. Apesar das
dificuldades no calculo de solugodes analiticas, a formulagdo variacional do problema permite escrevé-
lo na forma de um problema de complementaridade, que pode ser resolvido pelo algoritmo chamado
em inglés de Feasible Directions Algorithm for Nonlinear Complementarity Problems ou FDA-NCP,
desenvolvido por Herskovits e Mazorche [5]. Neste trabalho estudamos os efeitos provocados pela
substituigdo da derivada classica pela derivada de Caputo de ordem « € (0, 1], por meio de uma
analise comparativa entre os modelos classico e fracionéario. Apresentamos conclusées qualitativas,
via evidéncias visuais das simulagGes realizadas, como, por exemplo, a relagdo entre a fronteira
movel e a ordem « da derivada fracionaria.
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1 Introducao

Acredita-se que o calculo fracionario teve sua origem no ano de 1695 através de uma carta
escrita por L’Hopital destinada a Leibniz, questionando a possibilidade da existéncia de uma
derivada de ordem % A partir desse momento, o tema foi discutido por diversos matemaéticos,
ganhando maior destaque durante o século XX. Por se tratar de uma area relativamente recente
da matemética, o calculo fracionario tem atraido cada vez mais a atencao dos matematicos, que
buscam interpretagoes fisicas para esse operador. Dessa forma, se torna interessante estudar os
efeitos causados pela derivada fraciondria em um modelo ja conhecido, como o problema de difusao
do oxigénio estudado por Boureghda [2], Crank e Gupta [4].

Neste trabalho, apresentaremos de forma direta a modelagem cléassica do processo de difusao
do oxigénio em tecidos, bem como as condigoes iniciais e de fronteira do modelo. A captura da
fronteira moével é um desafio, a qual é a curva em que a concentracdo passa a ser nula. Definiremos
ainda uma formulacao em complementaridade do modelo.

Com o problema adimensionalizado, iremos propor a substitui¢ao da derivada classica no tempo
por uma derivada fracionaria do tipo Caputo de ordem 0 < @ < 1. Utilizando técnicas semelhantes
as de Boureghda [2], iremos calcular uma soluc¢ao analitica para a equagao fracionaria. Também
definiremos um problema de complementaridade para o caso fracionario, no qual aplicaremos o
algoritmo FDA-NCP, Herskovits e Mazorche [5]. Por fim, apresentaremos os resultados numéricos
obtidos.
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2 Descricao do Problema

O modelo de difusao de oxigénio é um problema cléssico, que vem sendo estudado ha mais de
50 anos. Nesta secao, faremos uma breve descrigao da parte fisica do modelo, além de apresentar
as equagoes que o descrevem. Mais detalhes podem ser encontrados em Boureghda [2] e Crank e
Gupta [4].

Inicialmente, o oxigénio é liberado no meio, e parte dele é absorvida pelos tecidos. A quantidade
de oxigénio na superficie ¢ mantida constante até que a concentracao entre em equilibrio e o oxigénio
deixe de avancar no interior do meio. Na segunda etapa, a superficie é selada de forma a impedir o
fluxo de oxigénio através dela. O oxigénio continua a ser absorvido pelos tecidos, e a profundidade
na qual existe oxigénio no interior do meio diminui, se aproximando da superficie selada, como
pode ser visto na Figura 1. O problema consiste em determinar a concentragao em cada instante
e acompanhar o movimento da fronteira que delimita a presencga de oxigénio no tecido, conhecida
como fronteira movel.
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Figura 1: Representacao das duas etapas do modelo. Fonte: referéncia Pereira et al. [6].

Quando trabalhamos com derivadas fracionarias, devemos ter ateng@ao com as constantes que
aparecem nas equagoes, pois elas perdem seu significado fisico. A fim de minimizar esse efeito,
trabalharemos com o as equagoes adimensionalizadas, ver Boureghda [2], Crank e Gupta [4], Pereira
et al. [6]. Para o caso unidimensional, temos que 0 < z < 1 representa o meio. Enquanto no
instante inicial, ¢ = 0, temos uma distribuicao da concentracao de oxigénio tal que z = 0 é a
posicdo com maior concentracdo e x = 1 é a posicdo onde a concentracao é nula. Dessa forma,
com a evolug@ao no tempo, a fronteira movel do problema se desloca da posigao x = 1 em diregao
a x = 0, sendo definida como zg(t). Assim, a solugdo do problema é encontrar uma fun¢ao ¢(z, t)
que forneca a concentragao de oxigénio na posi¢cao = e no instante ¢, bem com a fronteira moével
xo(t). Seguem as equagdes que regem o modelo.

%:2—;—1,0§x§x0(t),t20. (1)
Com condigoes de fronteira:
c:%:(),xfxo(t),t>0, (2)
%—o,xzo,tzo, (3)
c=-(1-2)?,0<z<1,t= (4)
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Devido a natureza do modelo, a concentragao de oxigénio no meio é sempre maior ou igual a
zero, ou seja, c(x,t) > 0. Portanto, é possivel reescrevé-lo na forma de um problema de comple-
mentaridade, que é definido por uma variavel ndo negativa, e um operador nao negativo sobre essa
variavel, de forma que o produto entre a variavel e o operador se anule.

No modelo em questao, a equagdo (1) é satisfeita quando 0 < z < zy(t), ou seja,

dc  0? dc  0?
quando ¢ > 0, e temos a—i—a—zg—i—lzo. Sex>mo(t)7entéoc:0e6—?—8—;+1:1>0.
Dessa forma, obtemos a complementaridade descrita na equagao (5).
dc 0% dc 0%
— ———+41>0 >0 — -5 +1l)c=0. 5
ot om0 o e=be (at 8x2+)c (5)

A equivaléncia entre a solu¢ao do problema de complementaridade (5) e a solugao do problema
de (1) - (4) pode ser encontrada em Baiocchi e Pozzi [1]. A partir dessas duas formulagoes,
realizamos estudos com o foco em explorar os efeitos que podem ser obtidos ao aplicar o calculo
fracionario no modelo de difusdo de oxigénio em tecidos.

3 Modelo Fracionario

Nossa proposta de modelo fracionario considera a aplicacdo de uma derivada fracionaria no
lugar da derivada classica. Para isso, utilizamos a derivada de Caputo, definida como:

CDe(x,t)] = ! /t ! @(x Ydr, 0<a<1 (6)
Lt VR A (R T e =
Com isso, nossa proposta é substituir a equagao (1) pela equagao fracionaria (7).
o 0%c
CODt [C(Jf,t)] = @ - 17 (7)

mantendo as condigoes (2), (3) e (4).

Para obter uma solugao aproximada para o modelo fracionario, adaptamos as técnicas de Bou-
reghda [2], que se baseiam no método de separacao de variaveis e nas séries de Fourier, e que foram
utilizadas para encontrar uma solucao aproximada para o problema classico. Resumidamente,
mostraremos parte da resolugdo apresentada em Boureghda [2]. A série de Fourier da fungao
f(x) = 22, definida no intervalo [—1,1], é:

> — kCOS T
iZ( 1) k:2(k ). (8)

> (- kCOS s — X
2 5 (1) coslln(1 = a)) o)

c(x,0) = %(1 —z)? = 2

Portanto, a partir da equagao (9), supoe-se que existam ag(t) e ag(t) fungdes tais que:

c(z,t) = ap(t) + Z ag(t)cos(km (1 — x)). (10)

k=1

A representagio da fungao ¢(x,t) por meio de uma série de cossenos ¢ importante, pois dessa
maneira a condi¢ao (3) é satisfeita:

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0464 010464-3 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0464

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

Jc =
—(0,t) = t)kmsen(kw(1 —0)) = 0. 11
2E(0,0) = 3 ax(®)kmsen(hn(1 - 0) ()
k=1
Nossa proposta de resolugao do modelo fracionario inicia-se aqui, com a observacao de que o
operador de Caputo é linear, o que favorece a sua aplicagdo na expressao (10), pois ela sera a
candidata a solugao da equacao (7).

CDe(x,t)] = GD [ao(t ZCD”“ ar(t)] cos(km(1 — z)), (12)
= ap(t) K*r2cos(km (1 — x)). (13)
k=1

Logo, substituindo a funcao ¢(z,t), dada por (10), na equagdo fracionaria (7), obtemos:
CDao(t Z C D ag(t)] cos(km(1 — ) Zak t) k?mlcos(km(l —x)) — 1. (14)

Assim, chegamos as seguintes relagoes:

« ta
DM ao(t)] = —1 <= ap(t) = FatD " Ay, (15)
OD%ax(t)] = —k*m2ar(t) <= ap(t) = ApEo(—k*m2t®), (16)
onde E,(z) = Z m é a funcao de Mittag-Leffler de um parametro, conhecida como a
n=0

generalizagdo da fungdo exponencial, ver Camargo e Oliveira [3]. Por fim, utilizando a condigao
inicial (9), determinamos as constantes Ay e Ay, para todo k € {1,2,3,...}. Logo, a solucdo
aproximada fracionaria é dada pela equagao (17):

cos(km(1 — x))

t)~ = — (—k2m?t) ——— 2 17
c@,t)~ G F(a+1 WQZ ) 2 (17)
No caso em que a = 1, a equagdo (17) coincide com a solugdo do caso classico, o que é

esperado devido a natureza da derivada fracionaria. Com isso, seremos capazes de obter resultados
importantes sobre o comportamento do modelo fracionério.

Assim como em Boureghda [2], a solu¢ao ¢(z,t) encontrada é apenas uma aproximagdo. A
condigao natural c(z,t) > 0 ndo é satisfeita. Para considerar essa restri¢ao fisica do problema,
trabalharemos com o problema de complementaridade (5).

4 Discretizacao

Para utilizar o algoritmo FDA-NCP, Herskovits e Mazorche [5], no problema, devemos inicial-

mente discretizar o modelo. Considere 0 < x <1 e 0 <t < tyae, onde t,,4, ¢ um instante tal que

1
(@, tmaz) = 0, Vo € [0, 1]. Dividimos o intervalo [0, 1] em n, intervalos de comprimento A, = — e

ng
tmaw

o intervalo [0, t,4,] €m n; intervalos de comprimento A; = . Desta forma, teremos uma malha

Uz
de pontos com 0 =zp <1 < ... < Ty, -1 <Tp, =1e0=1t) <t <tz <..<tp,—1<tn =tmaa
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5
. L ~ - ) . . 0?c
Para a discretizagdo da equagao (7), utilizamos o método de diferengas finitas para 922 eo
x
método multipasso para G D¢ |[c(z,t)]. Utilizaremos a notagio c(z;,t;) = ¢ ;.
2
0%cij _ Cit1,j —2¢i; + Ciz1j (18)

ox2 A2

Por conta do efeito de memoria nas derivadas fracionarias, a sua discretizagao é mais complexa
do que um simples método de diferencas finitas. Nesse caso, optamos pela técnica de multipassos,
que é mostrada aqui de forma resumida. Utilizando que ¢; = iA; e que al'(a) = T'(a + 1), temos:

C o B 1 b (2) L~
oD¢ [h(ty)] = T1—a) /0 (te — Z)ad ~
N 1 i, h(tiy1) — h(t;) [0+ Oy —
CTa s A, (o9 (19)
-t H[h(p ) = h(t)] [(k =)'~ = (k —i—1)'7°]
T T2 a)ay & i ' ' '

No conjunto de equagoes (19) temos a forma discretizada da derivada de Caputo conforme o
esquema L1. Note que podemos reescrever a expressao de §D¢[h(t;,)] como segue abaixo:

k—2
e+ raray S hsi) — ] (6= = (=i =) (20)

1=0

E facil perceber da equacio (20), quando o = 1, o primeiro termo se tornara a discretizagio
classica em diferencas finitas, enquanto o somatorio se anula. Para a < 1, fica claro que o somatorio
carrega o efeito de memoria, que é uma caracteristica das derivadas fracionarias.

Portanto, o problema de complementaridade discretizado pode ser descrito como:

¢ pa d%c; < S C pa 0%ci,g _
oD [eig] — 52 T120 e 200, oD eig] — 52 T1)cii=0 (21)
Dessa forma, podemos resolver numericamente o problema e comparar os resultados obtidos

com a solugdo numeérica e a solugao analitica a fim de compreender o comportamento do modelo
ao aplicar um método fracionario.

5 Resultados Numeéricos

Nesta secao iremos apresentar os resutados obtidos ao aplicar o algoritmo de complementaridade
FDA-NCP, proposto em Herskovits e Mazorche [5], assim como foi feito em Pereira et al. [6] para
o caso classico. Além disso, a equacao (17) foi utilizada a fim de aproximar o tempo necessério
para a concentragao se anular em todo o meio para um determinado . Notamos que ao utilizar a
derivada de Caputo com 0 < o < 1 a concentragao ird diminuir de forma mais rapida do que no
problema classico, como é possivel observar nas Figuras 2 (a),(b) e (c).
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Figura 2: Graficos da concentragao c(x,t) obtida através do algoritmo FDA-NCP. Fonte: dos autores.
Na Figura 2 , foram representadas as concentragoes em ¢t € {0,0.02,0.04,0.06,0.08,0.1}, no

intervalo x € [0,1]. Para um mesmo ¢, podemos notar que ¢(z,t) diminui em todo o intervalo
quando reduzimos o valor de a.

0.2 02 T
0.15 0.15F
0.1 0.1
0.05 0.05-
0 | I 1 | 0 i L 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) Fronteira movel zo(t) para o = {0.8,0.9,1} (b) Curva t(a)

Figura 3: (a) Fronteira movel obtida a partir do algoritmo FDA-NCP. (b) Curva t(a) obtida a partir da
solug@o analitica. Fonte: dos autores.
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Esse comportamento é refletido na fronteira mével do problema, como é mostrado na Figura 3
(a). O formato da curva z((t) ndo sofre grandes alteragoes, sendo apenas deslocado para baixo.
Isso mostra o efeito de aceleragao da difus@ao ao utilizar uma derivada de ordem fracionaria.

Ja na Figura 3 (b), temos o grafico da curva t(a), ou seja, em qual tempo a concentracao se
anula ao utilizar um determinado «. Ela foi obtida através da solugao analitica dada pela equagao
(10). Essa curva apresenta um comportamento nao linear e é coerente com os resultados obtidos
numericamente.

6 Conclusoes

Nessa pesquisa, inserimos o célculo fracionario no contexto da difusdo de oxigénio. A partir
disso, obtivemos resultados numéricos interessantes sobre como o comportamento da solucao é
afetado pela ordem « da derivada, e confirmamos esses fatos através da avaliacdo da solucdo
analitica aproximada.

Com esses resultados, estamos motivados a aprimorar as técnicas numéricas utilizadas para
resolver o problema. O uso de melhores aproximagoes para as derivadas e métodos mais precisos
para capturar a fronteira moével sao alguns exemplos de como sofisticar os estudos sobre o modelo.
Além disso, aplicaremos outras derivadas fracionérias no problema, como a derivada de Riemann-
Liouville, o que deve contribuir com os conhecimentos ja obtidos.
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