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Resumo. A técnica de Protegao Catodica (PC) consiste em inserir corrente na estrutura metalica
através do eletrélito a fim de reduzir o potencial eletroquimico do metal. Deste modo, as regides
metélicas naturalmente anddicas se tornam catddicas, evitando a corrosao. Na pratica, anodos sao
inseridos no eletrolito com o objetivo de manter uma distribuigdo de potencial uniforme sobre a
superficie metalica, limitada superiormente por um valor de potencial critico. No presente traba-
lho, o Método das Solugdes Fundamentais (MSF) é proposto a fim de simular e avaliar sistemas de
protecéo catédica, a partir da resolugdo de um problema de potencial eletroquimico. A metodologia
proposta é avaliada comparando os resultados obtidos pelo MSF com o ja tradicional Método dos
Elementos de Contorno (MEC), comumente utilizado para este tipo de aplicacdo. Uma anélise bidi-
mensional foi considerada com anodos sendo representados matematicamente como fontes pontuais,
onde o MSF se mostrou eficiente e preciso quando se comparado com o MEC.

Palavras-chave. Corrosdo, Prote¢ao Catédica, MEC, MSF

1 Introducao

Para o dimensionamento de um sistema de protecao catodica é importante conhecer as distri-
buigoes de potencial e de densidade de corrente na superficie das estruturas metéalicas, tais como
plataformas off-shore, tubulagoes enterradas, tanques de armazenamento, navios, entre outros.

Simulagoes numéricas de sistemas de PC podem ser realizadas para reduzir custos através da
otimizagao de projetos e determinagao de areas criticas para inspec¢ao. O problema de potencial ele-
troquimico é governado pela equacao de Poisson com condi¢oes de contorno dadas, geralmente, por
relagoes nao lineares entre o potencial e a densidade de corrente. Estas relagoes sao denominadas
curvas de polarizacao.

O método numérico mais usado para estimar as distribui¢oes de potencial e de densidade de
corrente sobre as estruturas metalicas ¢ o método dos elementos de contorno (MEC). No MEC é
necesséario discretizar apenas as superficies catodicas e anddicas, o que acarreta em uma melhor
resolugao, além de reduzir o tempo computacional quando comparado por exemplo ao Método dos
Elementos Finitos. Além disso, estudos comparativos entre resultados experimentais e numeéricos,
obtidos através da aplicacao do MEC, tém sido efetuados em diversos sistemas de protecao catodica,
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envolvendo analise bi ou tridimensional, sendo observada uma boa correlagao entre os resultados
[1].

Os métodos sem malha (meshless) sdo técnicas novas e interessantes tanto do ponto de vista aca-
démico quanto tecnolégico que também podem ser utilizados para resolver problemas de protecao
catodica, apesar de nao haver muitas referéncias na literatura. O método das soluges fundamentais
(MSF) [3], por exemplo, também é recomendado em problemas com meios homogéneos.

Assim como o MEC, o MSF ¢ aplicavel quando a solu¢ao fundamental da equagao diferencial em
questao é conhecida, com a vantagem de nao necessitar de métodos de integragao ou tratamento
especifico para as singularidades presentes nesta solucao fundamental. Tal vantagem ocorre do
fato de que a solucao aproximada do MSF é representada na forma de uma superposicao linear das
solugbes fundamentais, com os pontos singulares localizados fora do dominio do problema. Estes
pontos singulares sao chamados de fontes virtuais e formam um pseudo-contorno sem pontos em
comum com o contorno real do problema.

A esséncia do MSF é o uso da solu¢ao fundamental que satisfaz a equagdo homogénea associ-
ada em qualquer ponto, exceto nos pontos singulares. Os coeficientes da superposigao linear sao
determinados de tal modo que a solugdo aproximada do MSF satisfaca as condigoes de contorno
nos pontos do contorno. Os coeficientes da superposi¢ao linear algumas vezes sao chamados de
intensidades das fontes virtuais.

No presente trabalho, é explorado o uso do MSF em simulagbes numéricas de sistemas de
protecdo catodica. A qualidade da aproximacdo do MSF é analisada usando como referéncia o
MEC, método tradicionalmente usado neste tipo de simulagao numérica.

2 Formulacao Matematica

Primeiramente, considera-se o seguinte problema de valor de contorno:

EV2p(x) = b(x), x€Q, (1)
P(x) = o(x), xeTy, (2)
0(x)  _ i(x), x

kan(X) = ) xel, )

onde ¢ é potencial eletroquimico, k a condutividade do eletrolito, 7 a densidade de corrente, €2 é o
dominio do problema com contorno 92 =T7 Uy, I'' NIy = @.

O termo nao homogéneo presente na Equacao (1) pode ser eliminado através do uso de uma
solucao particular. Com efeito, seja

¢: ¢p+¢h7 (4)

onde ¢, satisfaz a equacao nao homogénea

KV26,(x) = b(x), (5)

mas nao satisfaz necessariamente as condigdes de contorno (2-3) e ¢y, satisfaz

V2n(x) 0, x €, (6)

on(x) = o(x)—¢p(x), x €Ty, (7)
Do) 000

K on(x) () — & on(x)’ €l ®
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Caso exista uma relagdo nao linear entre ¢ e i dada por uma fungao i = F(¢), a solugdo geral
do problema precisa satisfazer a seguinte condi¢ao de contorno

i:ih+ip:F(¢p+¢h):F(¢)~ 9)

A relagdo néo linear apresentada na Equacao (9) vai resultar em um sistema de equagdes néao
lineares para o caso MEC e em um problema de minimos quadrados nao linear no caso do MSF.

2.1 Fontes Pontuais

O fato de V2 ser um operador linear cria a possibilidade da equacio de Poisson ser resolvida
com o auxilio de uma fun¢ao da solu¢ao fundamental, isto é, de uma fungao ¢*(§,x) que verifica
a seguinte equagao diferencial

V2°(6%) = 26(x - ), (10)

onde V2 indica que o operador Laplaciano opera sobre a fungao de x ficando o ponto £ fixo e d.
Com efeito, qualquer solugao particular (¢,) da equagdo de Poisson se escreve formalmente como

bp(x) = /Q 6" (€, )b(E)de. (1)

Considerando um sistema de protegao catodica por corrente impressa, o termo b(x) pode ser
representado matematicamente através de fontes pontuais. Neste caso, cada fonte é igual ao
produto da intensidade de corrente da fonte (P(x’')) pela delta de Dirac (6(x — x’)), onde x’ =
(4, Ya) denota as coordenadas de posigao de cada fonte (anodo). A funcdo b(x), portanto, fica
definida como

bE) = 3 P m)(E —Xm), (12)

m
a >’

onde n, é a quantidade de anodos, ou fontes, inseridos no eletrélito e x’,,, = (!, y™). Assim, a

Equagao (11) é resolvida, ficando da seguinte maneira:

Pp(x) = Z P(X'm)/ ¢ (& 2)0(§ — X'm)dS = Z P(x'1n)¢" (2, %) (13)
m=1 Q m=1

A solugao fundamental, ou seja, a solucao da Equagao (10), considerando um meio infinito e
um problema bidimensional, pode ser escrita como

§(E%) = grin(), (14)

onde r é a distancia Euclidiana entre o ponto fonte £ e o ponto campo x.
Sendo assim, a solugdo particular (¢,) para o caso de fontes pontuais fica da seguinte forma

Gp(x) = ﬁ 3 P(x’m)ln(%), (15)

onde, agora, r ¢ a distancia Euclidiana entre cada ponto x’,, e o ponto campo x.
Além disso, pela lei de Ohm, a solu¢ao fundamental para a densidade de corrente (i*) é dada
por
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« _,09(6x) 1 or
(6 x) = kT ~ 27rdn’ (16)

onde n é o vetor dos cossenos diretores da normal ao contorno I' em x e, portanto, a solugao
particular para a densidade de corrente é expressa pela seguinte féormula.

0pp 1 o , J1or
on 2w P(x m)r on’

m=1

ip(x) =k (17)
As Equagbes (15) e (17) formam, respectivamente, as solugbes particulares ¢, e i, que satisfazem
a equacao de Poisson, quando sao consideradas fontes pontuais.

2.2 Solugao da Equagao Homogénea Associada

Retomando a Equacao (10), observa-se que se £ # z, a solugdo fundamental obedece a equagao
homogénea associada, i.e.,

Vi (€,2) =0, E#u. (18)

Isto quer dizer que a solugao fundamental satisfaz a equagao homogénea em qualquer ponto,
exceto no ponto fonte. A solugdo aproximada do MSF se baseia justamente neste fato e é dada a
partir de uma combinacéao linear das solu¢bes fundamentais com pontos singulares localizados fora
do dominio do problema a fim de garantir a igualdade apresentada na Equagdo (18). Estes pontos
singulares sio chamados de fontes virtuais e denotados, neste trabalho, por x/V. Desta forma, no
MSF, a solugao da equacgao homogénea para o potencial eletroquimico pode ser escrita através do
seguinte somatoério

Ny

on(z) = Z ¢* (z,2]")c;, (19)

onde ny, é o nimero de fontes virtuais e os coeficientes c; representam as intensidades das fontes
virtuais desconhecidas.
De forma anéloga, a solugdo homogénea para a densidade de corrente (i) pode ser dada por

Ny
in(x) =Y _i*(z,2]")c;. (20)
j=1

As solugoes fundamentais ¢* e * sdo as mesmas definidas nas Equagoes (14) e (16), respecti-
vamente. A ideia no MSF é determinar os coeficientes ¢; impondo que ¢;, e¢/ou i), satisfacam as
condigoes de contorno correspondentes em certos nés do contorno.

No caso em que as condigoes de contorno sao dadas por densidades de corrente prescritas, as
intensidades das fontes virtuais sao calculadas através da igualdade i, (x) = i(x) — i, (), onde i(z)
¢ o valor de densidade de corrente prescrita no problema geral e 4,(z) precisa ser determinada
usando a seguinte relagao

O¢p(z)
on(x)

No caso de simulagbes numeéricas que envolvem superficies metéalicas em contato direto com
o eletrolito, a relagao entre o potencial e a densidade de corrente fica sendo modelada por uma
curva de polarizagao, ou seja, por uma relagao nao linear entre estas duas variaveis. Desta forma,
a solugao geral do problema deve satisfazer, no contorno, a curva de polarizagao, ou seja,

ip(z) =k

(21)
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ig(x) = in(x) +ip(x) = F(dp + on) = F(dg). (22)

A relagdo (22) resulta num problema de minimos quadrados ndo linear com as variaveis de
projeto (as variaveis de busca) definidas como as intensidades das fontes virtuais (c;). Tradi-
cionalmente, a funcao objetivo f em problemas de minimos quadrados possui a seguinte forma

especial
1 X 2
flm) = 5> (i = F(@)), (23)
j=1
onde NN é o niimero de nos do contorno e m = (c1,cz,-+- ,¢pn,,). O objetivo é determinar os

minimizadores da fungdo f definida na Equagdo (23), ou seja, determinar os coeficientes ¢; que
garantem que a solucao geral satisfaga as condi¢oes de contorno nao lineares do problema em certos
noés do contorno. Além dos coeficientes c;, pode-se considerar como variavel de projeto a localizacao
das fontes virtuais, visto que a solugao aproximada do MSF depende do arranjo escolhido para
estas fontes.

Nas aplicagoes propostas neste trabalho, optou-se em usar o método de Levenberg-Marquardt
(MLM) ja que este é mais adequado para os problemas que envolvem matrizes Jacobianas mal
condicionadas e de posto incompleto. A aplicagdo do MLM foi realizada usando a rotina LMDIF
fornecida pelo pacote MINPACK [4].

Como ja mencionado, o uso do MSF foi comparado com o MEC, cuja equacao integral de
contorno equivalente & equagao de Laplace e as condicoes de contorno correspondentes pode ser
escrita da seguinte maneira [2]

c@wazﬁwamwwmm—éwmmamww, (24)

onde ¢(§) depende da geometria do contorno no ponto fonte £, sendo igual a % para contornos
suaves; ¢*(&,xz) e i*(£, x) representam as solugoes fundamentais do problema, escritas, respectiva-

mente, nas Equacoes (14) e (16).

3 Resultados e Discussao

Na simula¢ao numérica proposta, considera-se uma estrutura metalica formada por ago carbono
e sua curva de polarizagio, determinada de forma experimental em [5], apresenta a seguinte forma
1 -1
Z(¢) — o(#4693.91) /81 _ — e(#+521.6)/ B2 _ 6_(¢+707'57)/’83, (25)
11

onde ¢ é dado por mV e i por uA/em?. Os parametros da curva de polarizacio (1, B2, B3 e i1
sdo dados, respectivamente, por 24 mV, 23.47mV, 55mV e 86.06 uA/cm?. A curva de polarizagio
dada pela Equagdo (25) est4 relacionada por uma condutividade do eletrélito k& = 0.0479 Q= tem =1
e por um valor de potencial critico do sistema sendo ¢. = —850mV. Nestas simulagoes, anodos sao
inseridos no eletroélito a fim de fornecer uma distribuicao de potencial sobre o metal mais negativa
que o potencial critico ¢.

Considera-se a regiao ilustrada na Figura 1, governada pela equagao de Poisson. A prote-
¢ao catodica é feita usando 3 anodos, representados matematicamente por fontes pontuais com
intensidade de —3000 A cada. O contorno é representado usando 138 nos e 71 fontes virtuais.
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Figura 1: Hipoteses do problema.

A curva que corresponde & estrutura metalica (ver Figura 1) pode representar um arco de uma
elipse e, como tal, pode ser descrita usando as seguintes coordenadas paramétricas

x = h+acos(t) ey =k + bsen(t), para t € [, 3%], (26)
onde (h,k) é o centro da elipse, neste caso igual a (100cm,50cm) e os parAmetros a = 70cm
e b = 30 cm sao os semi-eixos da elipse. As 71 fontes virtuais consideradas neste exemplo estao
distribuidas seguindo o contorno real do problema. Sendo assim, onde esta sendo prescrito ¢ = 0,
ou seja, nas regides onde a fronteira € retilinea, as fontes virtuais sao paralelas aos nos do contorno,
sendo distanciadas pela varidvel de projeto denotada por dy,. Na regiao caracterizada pela curva
de polarizagao, as fontes virtuais também vao pertencer a um arco de uma elipse.

Na Figura 2(a) estao ilustrados os arranjos das fontes virtuais usando a distancia inicial con-
siderada e usando a distancia 6tima determinada. O distdncia 6étima determinada pelo LMDIF é
de d%, = 13.4192cm. A Figura 2(b) apresenta a distribuicdo de potencial na superficie metalica
determinada pelo MSF e pelo MEC. O EMQ entre os valores de potencial determinados pelo MEC
e pelo MSF no contorno é 0.084978 mV.
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s + Aranjo dtimo ~ .
. 870~ i
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(a) Distribuicéo das fontes virtuais. (b) Distribuigdo de potencial sobre o metal.

Figura 2: Comparacao entre o MSF com o LMDIF e o MEC.

A Figura 3 apresenta os valores de potencial eletroquimico no interior estimados pelo MSF e
pelo MEC. O EMQ entre estes valores estimados é de 0.1921764mV .
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(a) Potencial no eletrélito usando MSF. (b) Potencial no eletrélito usando MEC.

Figura 3: Comparacao entre os valores de potencial no dominio.

Consideracoes Finais

Neste trabalho, uma metodologia foi proposta para avaliar o uso do MSF em simulagoes nu-

méricos de dimensionamentos de protegao catddica. Considerando a aplicagao numeérica proposta,
o MSF se mostrou capaz de estimar as distribuigoes de potencial eletroquimico e densidade de
corrente sobre a superficie metélica a ser protegida, assim como o potencial no eletrolito, quando
comparado ao MEC, método historicamente utilizado neste tipo de aplicagao.
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