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Resumo. Neste estudo foi realizado uma anéalise comparativa entre o método de Galerkin aplicado
4 equagdo estacionaria de difusdo-advecgao-reagao de ordem inteira e ndo-inteira. Apresentaremos
as ferramentas utilizadas para desenvolver o método no caso de ordem fracionaria. Discutiremos os
testes de refinamento da malha, a variacdo da ordem fracionéaria e a influéncia do namero de Péclet.
Destacaremos as diferengas entre as abordagens e os resultados computacionais obtidos com suas
vantagens e desvantagens.
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1 Introducao

O calculo fracionario, tao antigo quanto o célculo de ordem inteira, tem suas raizes na corres-
pondéncia entre L’Hopital e Leibniz, e possui uma historia rica e diversificada. Dentre suas diversas
aplicacoes, destacam-se duas aplicagoes bastante conhecidas: a curva tautocronica de Abel e o pro-
blema do oscilador harménico. Essas aplica¢oes evidenciam sua capacidade de modelar fend6menos
complexos com maior precisao do que o calculo tradicional de ordem inteira. Apesar de ser uma
disciplina antiga, o interesse e a pesquisa nessa area tém crescido significativamente nos tultimos
anos. Inclusive, ja existe até livro nacional dedicado ao assunto [1].

Este estudo concentra-se na anéalise comparativa entre o método de Galerkin aplicado a equa-
cao estacionaria de difusao-advecgao-reacao com derivadas de ordem inteira e nao-inteira. Ex-
ploraremos as ferramentas utilizadas para desenvolver o método na abordagem fracionaria, serao
realizados testes de refinamento da malha, variagbes na ordem fracionaria e o impacto do nimero
de Péclet. Serao discutidas as diferengas entre essas abordagens e os resultados computacionais
obtidos, abordando suas respectivas vantagens e desvantagens.

A equagao de difusdo-advecgdo-reagdo desempenha um papel importante em diversas areas do
conhecimento, como por exemplo na Biomatematica. Este estudo se concentra exclusivamente na
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aplicacao do método de Galerkin em sua forma unidimensional estacionéria, tendo um carater
exploratorio. Os estudos de [3], [4] e [8] foram fundamentais para esta pesquisa.

2 Operadores Fracionarios

Nesta secao, apresentaremos a definicao dos operadores fracionarios que serao utilizados neste
trabalho.

Definigao 2.1. [Integral fraciondria de Riemann-Liouville a esquerda] A integral fracio-
ndria & esquerda de Riemann-Liouville com ordem 8 > 0 para uma dada funcao f(z), © € (xr,xR)
€ definida como:

—B glc:i ggac—sﬁ*l s)ds
Difuf@) = g [ (@ (s s (1)

onde T'(+) € a fungao gama e B a ordem da integral fraciondria.

Observagao: quando 5 = 0 temos que o operador D;Lﬁ_’z = 1, o operador identidade [6].

Definigao 2.2. [Derivada fraciondria de Riemann-Liouville & esquerdal A derivada de
Riemann-Liowville & esquerda de ordem B > 0 da fun¢ao dada f(z), onde x € (z1,xR), € definida
como:

1 am [*
DB - - - —8)"B=1¢(5)d 2

RL xL,zf(‘r) F(m—ﬁ) dzm LL(x S) f(S) S, ( )
onde T'(+) € a fung¢do gama e m é o menor nimero inteiro positivo maior que B (m—1 < < m).

Observagao: quando 3 = n € N, obtemos D} f(r) = f™(z), onde f(™(z) & a usual enésima

derivada de f(z). Para 8 =0, DY _f(z) = f(x) e recupera-se a prépria funcio [7].

L ,xr

3 Problema Modelo

Nesta segdo, formula-se a equagao diferencial fracionaria proposta por [2]:

—aV - (Dg Vu(z)) + bVu(z) + cu(z) = f(z) em Q= (0,1),
u(0) =0, (3)
u(l) =1,

onde Dy f representa o operador de integral fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda de ordem
B (com 0 < B8 < 1), a é o coeficiente de difusdo (com a > 0), b a velocidade, ¢ é o coeficiente de
decaimento e f(x) o termo fonte.

3.1 Formulagao Variacional

Seja u € H*(Q) onde a =1 — g, e a fungao teste v € V, tal que:
V={ve HYQ), v(0) =v(1) =0}.

Multiplicando por v em ambos os lados da equagao no problema modelo e integrando em todo
o dominio, obtemos:

1 1
/ —aV - (D&fVu)v + bVuv + cuv dx = / fu dx. (4)
0 0
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Aplicando integral por partes no termo da integral fracionéria, temos:

(aDy 2V, Vo)g + (0Vu, v)q + (cu,v)o = (f,v)a, (5)

onde (+,-)q é o produto interno no espago 2. Utilizando a defini¢do de 3, da derivada de Riemann-
Liouville e ferramentas de célculo, podemos reescrever como:

(arL Dy, u, Vv)a + (bVu,v)o + (cu,v)a = (f,v)a (6)
Tomando v = 1 — 8 chegamos em

(arLDg ,u, Vv)a + (DVu,v)q + (cu,v)a = (f,v)a- (7)

3.2 Meétodo de Galerkin

Seja Q = [z, xr] um dominio finito, define-se S, uma partigdo uniforme de 2, dada por:

L =00 <1 <...<Tm-1< T =T, mEL. (8)
Podemos denotar Az = |z;-1 — 2;] € Q; = [x;-1,2;] parai =1,2,...,m, e em seguida o espago
de elementos finitos V}, como o conjunto de fung¢oes polinomiais por partes na malha S}, expresso

como

Vi ={v:v]q, € Pi(;),v € C(Q)}.

onde P;(£2;) é o espago de polindmios lineares definidos em Q; e Vj, C V. As fungoées ¢é1, ..., dm—1
de V), utilizadas sdo fungoes lagrangeanas lineares por partes (ver [5]).

Para definir os termos envolvendo a derivada fracionaria de Riemann-Liouville, é necessario
estabelecer apenas um lema, os outros termos se resolvem analogamente ao caso inteiro.

Lema 3.1. /3] Parai=1,2,...,m — 1, temos:

1 d [° B
RLD;L,bei(I) = F(l—v)dm/ ($—$> ng)i(s)ds

zL
e obtemos
0, sex < Ti—1,
. 1—y ) ]
(x —x-1)' 77, sexi1 <<
RLD;IL:I¢"(£) =A 1—v 1—v 7
—2(z — x;) +(x—xi-1) 77, sex; <x<xim1,

(x—2ip)' Y = 2@ —x)' TV + (r—mm1)t Y, se x> miya,
onde 0 <y <1leX=1/T(2-7~)(Az).

Retomando ao resultado anterior (7), o objetivo é encontrar uy, € V}, tal que:

(arrDg yun, Von)a + (OVun, vn)a + (cun,vn)a = (f,vn)a,  Von € V. 9)
m—1
Substituindo uy = Z c;j¢;(x) e vy = ¢;(x) , tal que, i = 1,...,m — 1, obtemos:
j=1
m—1

P

—

(arLDg ,0j(2), Voi(x))q, + (bVe; (@), ¢i(w)) o, + (cj(2), ¢i(m))9} (10)
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4
Lema 3.2. Parat=1,2,...,m — 1, temos:
0e,(x) T 97g;(x)
a/m1 Téw(v@(@)dx + a/wi T;W(ng(x))dm =T1°Gij (11)
e essa relacao implica que
kij—ki—jy1, sej<i-—2,
927 _3 _ky, sej=i-—1,
gij = T1 4— 22_7, se j =1, (12)
-1, sej=1+1,
0, sej>1+2.
Define-se k,, = —(n —2)?77 4+ 3(n — 1)*’ —3n?~7 + (n+1)?>77, onde este termo foi encontrado

. . . . - @
resolvendo as integrais para os casos j > i+ 2e j <i— 2. E define-se 7, = N EEvaE
Para a construgao da matriz global, serao utilizados os conceitos anteriormente apresentados.

Dessa forma, a matriz global resultante é dada abaixo:

T1(kizj — kizj1), sej<i—2,
(227 =3 —ky)+ L+ R, sej=i—1,
Mij; = m(4—2%77) 4 2Bz, se j =i, (13)
—7'1—%—"-6%93, sej=1t+1,
0, sej>i+2.

E importante ressaltar que quando 8 = 0 obtemos v = 1, com isso, retornamos a matriz global
do caso inteiro. Assim sendo, obtemos uma matriz global tridiagonal, que é dada a seguir:

0, se j<i—2,
— L+ R, sej=i—1,
M, ; = %%—%, se j =i, ) (14)
—a by sej=i+41,
0, sej >+ 2.

Por fim, a ultima etapa é resolver o sistema linear com as respectivas condigoes de fronteira:
MC =F, (15)

onde M é a matriz global, C é o vetor incognita que queremos encontrar e F' é o vetor forga global.

3.3 Experimentos Numéricos

Seja v = x? a solucdo exata do problema, a = 3, b= 0,000l e c =108 e y = 8 = 0,5. Sendo
assim, pretende-se determinar a concentragao u(x), tal que:

—aV-(D&fVu)—i—qu—i—cu:—F%gigfl)—i—?bx—f—cxz em Q= (0,1),
u(0) = 0, (16)
u(l) = 1.
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O primeiro teste realizado foi a comparacao entre a solugao analitica e a solugao encontrada

pelo método de Galerkin, abaixo é possivel visualizar os graficos comparativos:
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Figura 1: Solugao para 5 nos.
Fonte: Elaborada pelos autores.

Figura 2: Solugao para 15 nos.
Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 3: Solugdo para 30 nos.
Fonte: Elaborada pelos autores.

Convém relembrar que 7 = 1 — 3, onde 3 representa a ordem da integral fracionaria. Ao
observar ambas as figuras e conduzir outros testes, variando os valores de v e 3, ndo podemos
concluir — apenas observando as curvas — qual obteve a melhor aproximagao. No entanto, podemos

Figura 4: Solugao para 60 nos.
Fonte: Elaborada pelos autores.

afirmar que os 4 casos forneceram boas aproximagoes.

Para determinar a melhor aproximacao, foi calculado o erro na norma L2, que é dado por:

llu(@) = un(@)||L2@) = | Az D fulw:) — un ()2,

onde u(z) é a solugao analitica, uy(x) a solugdo aproximada, m o namero de nos e Ax = |x;11 — x4
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Tabela 1: Estudo variando o nimero de noés.
Ntmero de n6s(m) Az Erro na norma L?

5 0,25 3,4289 x 1073
15 0,07 1,8537 x 1074
30 0,03  4,0658 x 1075
60 0,01 1,9253 x 10~°

E importante ressaltar que esta equacdo necessita de uma analise analoga ao caso inteiro.
Quando o valor de b é elevado, a precisao da aproximacao tende a diminuir e, em algumas circuns-
tancias, pode até ocorrer a nao convergéncia. Para investigar se esse comportamento se estende ao
problema de ordem fracionaria, foram realizados testes variando somente o valor de b.

. 2 ~ P —8 — 1
Seja u = x* a solugao analitica do problema, a =3 e ¢ = 107° e m=15 , variando os valores de
b temos:
—— Solugao Galerkin para b = 0.01 —— Solugao Galerkin para b = 0.01
354 soluc&o Galerkin para b = 0.1 354 Solug&o Galerkin para b = 0.1
—s— Solucdo Galerkin parab =1 —s— Solugdo Galerkin parab =1
3.0 4 =~ Solucao Galerkin para b = 10 3.0 4 —— Solugao Galerkin para b = 10
— Solucio Galerkin para b = 100 |~ Soluc#o Galerkin para b = 100
2.5 2.5
X 204 X 2.0
=1 =1
154 15+
1.0 1 101
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e
e
0.0 . 0.0
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Figura 5: Solugao com ordem inteira para 15 Figura 6: Solugdo com ordem fracionaria
nos. B = 0,5 para 15 nos.
Fonte: Elaborada pelos autores. Fonte: Elaborada pelos autores.

Observando as Figuras 5 e 6, concluimos que o problema de ordem fracionaria também é
influenciado pelo nimero de Péclet. Contudo, dependendo da ordem da derivada fracionéaria, o
resultado pode apresentar uma leve melhora em relacao a derivada de ordem inteira.

Além dos estudos anteriores, um novo teste foi conduzido variando a ordem da derivada fraci-
onaria e empregando 60 noés, utilizando os mesmos dados

Seja u = 22 a solucdo analitica do problema, a = 3, b = 0,0001 e ¢ = 108 ¢ m = 60, variando
os valores de 3 temos:

Tabela 2: Teste variando as ordens.

Ordem da derivada(v) B Erro na norma L? Tempo de execucdo do codigo
0,25 0,75 2,8147 x 10~° 0,5
0,50 0,50 1,9253 x 107° 0,5
0,75 0,25 2,4074 x 107° 0,5
1,0 0 6,1339 x 1076 0,3
Caso inteiro - 6,1346 x 1076 0,3

Ao analisar os dados da tabela apresentada, é evidente que os melhores resultados encontrados
e com menor erro foram para o caso S = 0 e o caso inteiro, onde os resultados sao praticamente
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iguais. E interessante notar que quando § é igual a zero, retornamos & equagao do caso inteiro
para este problema (16). Os resultados encontrados ambos foram muito proximos.

4 Consideracgoes Finais

O estudo analisou a aplicacao do método de Galerkin com ordem inteira e nao-inteira, desta-
cando que a abordagem de ordem inteira e 5 = 0 obtiveram os melhores resultados. Aumentar o
nimero de nés melhora a precisao, mas aumenta o custo computacional, mais ainda no caso de
ordem nao-inteira, devido a complexidade da matriz global do sistema, que nao é tridiagonal. Com
B =0, o resultado foi quase equivalente ao caso de ordem inteira, especialmente com poucos nos,
resultando em tempos de execugao semelhantes, com um nimero maior de nés, ocorre o que foi dito
anteriormente, um custo computacional maior. O ntmero de Péclet continuou influenciando na
aproximagdo dos resultados obtidos no caso fracionario. Seria interessante futuramente investigar
o impacto do uso de Riemann-Liouville & direita, reformulando a equag@ao para incluir ambos os
termos, e explorar o caso transiente, fornecendo assim novas perspectivas de pesquisa.
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