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Resumo. Neste trabalho, apresentamos um estudo comparativo da análise da complexidade tem-
poral para algoritmos numéricos utilizados para a equação da difusão fracionária com coeficientes
constantes. São consideradas seis derivadas fracionárias: de Riemann-Liouville, de Caputo, de
Caputo-Fabrizio, de Atangana-Baleanu do tipo Caputo (esses operadores não locais), e de Chen
e de Katugampola (operadores locais). A abordagem numérica escolhida é um esquema implícito
de diferenças finitas, inspirado no método clássico de Euler regressivo e testes computacionais são
apresentados com resultados que comprovam as conclusões teóricas.
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1 Introdução
As equações de difusão fracionária nos últimos anos têm atraído considerável interesse devido

às suas aplicações em diversas áreas da ciência, pois possibilitam, em alguns casos, modelos mais
precisos. Portanto, há uma grande necessidade de propor eficientes métodos numéricos para esses
modelos. Adaptações dos métodos consagrados para derivadas de ordem inteira são propostas para
as derivadas fracionárias mais disseminadas e utilizadas em aplicações. Tendo acesso a esses algo-
ritmos, torna-se necessário realizar um estudo da complexidade computacional, tanto em relação
ao tempo, quanto em relação ao espaço.

A complexidade de tempo de um algoritmo desempenha um papel fundamental na análise e
no projeto eficiente de sistemas computacionais. Essa medida quantifica o intervalo de tempo que
um algoritmo necessita para execução comparativamente ao volume de dados na entrada, sendo
essencial para avaliar o desempenho e a escalabilidade de soluções computacionais. Neste trabalho,
vamos nos ater apenas à complexidade computacional temporal dos códigos que aproximam a
solução da equação da difusão fracionária com a derivada fracionária em relação à variável temporal
usando diferentes operadores, a saber, derivada de Riemann-Liouville, Caputo, Caputo-Fabrizio,
Atangana-Baleanu do tipo Caputo, Chen e Katugampola.

2 Operadores Fracionários
Nesta seção, vamos apresentar a definição dos operadores de derivadas fracionárias que serão

utilizados neste trabalho.
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Definição 2.1 (Rieman-Liouville). A derivada fracionária de Riemann-Liouville de ordem γ > 0
à esquerda de uma função f(t) t ∈ (a, b) é definida como

RLD
γ
a,tf(t) :=

1

Γ(m− γ)

dm

dtm

∫ t

a

(t− s)m−γ−1f(s)ds , (1)

sendo m o inteiro positivo que satisfaz m− 1 < γ ≤ m, chamado teto inteiro de γ.

Definição 2.2 (Caputo). Seja [a, b] um intervalo finito do eixo real R. Para α ∈ C (Re(α) ≥ 0)
as derivadas fracionárias de Caputo, à esquerda CD

α
a,tf(t), de ordem γ, são definidas por

CD
γ
a,tf(t) :=

1

Γ(n− γ)

∫ t

a

f (n)(s)

(t− s)γ−n+1
ds (2)

onde m é um inteiro positivo satisfazendo m− 1 < γ ≤ m.

Definição 2.3 (Caputo-Fabrizio). Para 0 ≤ γ ≤ 1, −∞ ≤ a < t e f ∈ H1(a, b) com b > a. A
derivada fracionária no tempo segundo Caputo-Fabrizio de ordem γ é definida por

CFD
γ
a,tf(t) :=

M(γ)

1− γ

∫ t

a

exp

(
−γ

t− s

1− γ

)
f ′(s)ds (3)

onde t ≥ 0 e M(γ) é uma função de normalização em que M(0) = M(1) = 1.

Definição 2.4 (Atangana-Baleanu). Sejam f ∈ H1(a, b), b > a e γ ∈ [0, 1]. A derivada fracionária
segundo Atangana-Baleanu do tipo Caputo é dada por

ABCD
γ
a,tf(t) :=

M(γ)

1− γ

∫ t

a

Eγ

(
−γ

(t− s)γ

1− γ

)
f ′(s)ds, (4)

onde Eγ(·) é a função de Mittag-Leffler de um parâmetro e M(γ) é o análogo ao fator de norma-
lização da derivada de Caputo-Fabrizio.

Definição 2.5 (Chen). Sejam t ∈ R e f(t) uma função. A derivada de Chen de ordem γ > 0 de
f é definida a partir do limite na equação (5)

CHDγ
t = lim

s→t

f(t)− f(s)

tγ − sγ
. (5)

Aplicando a regra de l’Hôpital em (5), podemos escrever a derivada de Chen de forma alternativa
como

CHDγ
t =

f ′(t)

γtγ−1
. (6)

Definição 2.6 (Katugampola). Sejam t ∈ R, n ∈ N e f(t) uma função real n vezes diferenciável.
A derivada fracionária de Katugampola de ordem γ, sendo n < γ ≤ n+1, da função f é dada por

KDγf(t) := lim
ϵ→0

f (n)(teϵt
n−γ

)− f (n)(t)

ϵ
, (7)

para todo t > 0.

Considerando γ ∈ (0, 1] e f uma função diferenciável em um ponto t > 0, podemos escrever a
derivada de Katugampola da seguinte maneira

KDγf(t) = t1−γf ′(t). (8)
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3 Problema Modelo
Nesta seção formula-se o problema de valores iniciais e de contorno da equação diferencial

fracionária proposta por [3]. Pretende-se determinar a distribuição de temperatura, u(x, t), tal que

∂u(x, t)

∂t
= Dγ

0,t

(
Kγ

∂2u(x, t)

∂x2

)
+ f(x, t), 0 < x < L, 0 < t ≤ T, (9a)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ L, (9b)
u(0, t) = l(t), 0 ≤ t ≤ T, (9c)
u(L, t) = r(t), 0 ≤ t ≤ T, (9d)

onde Dγ
0,t representa a derivada fracionária de ordem γ; Kγ é o coeficiente de difusão fracionária, que

inclui o parâmetro de correção dimensional [4]; e ϕ(x), l(t), r(t) e f(x, t) são funções suficientemente
regulares fornecidas.

3.1 Esquemas Numéricos
Efetuamos uma abordagem numérica de (9) via método das diferenças finitas, sendo aplicados os

esquemas baseados nos de Euler regressivo. A malha computacional no domínio de (9a) é definida
por xi := i∆x, i = 0, 1, 2, . . . ,M, L = M∆x , tn := n∆t, n = 0, 1, 2, . . . , N, T = N∆t .
Nos pontos (xi, tn) da malha denotamos u(xi, tn) por Un

i , utilizando para a primeira derivada
temporal os esquemas numéricos (de ordem igual a 1) com as diferenças regressivas no tempo e
para a derivada segunda espacial tomamos em (9a) as diferenças centradas (ordem igual a 2) [1].

A derivada de Riemann-Liouville será aproximada numericamente pela derivada fracionária de
Grünwald-Letnikov [2],

[
RLD

γ
0,tu(t)

]
t=tn

=
1

∆tγ

n∑
k=0

(−1)k
(
γ

k

)
u(tn−k) +O(∆t). (10)

Será aplicado o método denominado L1 para aproximar a derivada de Caputo [2]:

[
CD

γ
0,tu(t)

]
t=tn

=
1

∆tγ

n−1∑
k=0

bn−k−1 (u(tk+1)− u(tk)) +O(∆t). (11)

A aproximação empregada na derivada de ordem arbitrária de Caputo-Fabrizio é aquela pro-
posta em [6],

[
CFD

γ
0,tu(t)

]
t=tn

=
M(γ)

γ∆t

e

γ

1− γ
∆t

− 1

 n∑
k=1

[u(tn−k+1)− u(tn−k)] e
−

γ

1− γ
k∆t

+O(∆t). (12)

O esquema de aproximação para a derivada fracionária de Atangana-Baleanu do tipo Caputo
é a proposta por [7], [

ABCD
γ
0,tu(t)

]
t=tn

=
M(γ)

1− γ

n∑
k=0

Cn
k f(tk) +Rn, (13)

onde Rn é o erro de truncamento e, se representarmos Eγ,2

[
−γ
1−γ (tn − tk)

γ
]

com En
k , então

Cn
k :=

 (n− 1)En
1 − nEn

0 , se k = 0,
(n− k + 1)En

k−1 − 2(n− k)En
k + (n− k − 1)En

k+1, se 0 < k < n,
En

n−1, se k = n.
(14)
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As características dos operadores locais de Chen e de Katugampola permitem elaborar esquemas
numéricos para a derivada fracionária utilizando somente as diferenças regressivas:

[CHDγu(t)]t=tn
=

(n∆t)1−γ

γ

(
u(tn)− u(tn−1)

∆t

)
+O(∆t), (15)

[KDγu(t)]t=tn
= (n∆t)1−γ

(
u(tn)− u(tn−1)

∆t

)
+O(∆t). (16)

3.2 Procedimentos Numéricos
Após aplicar os esquemas definidos na Seção 3.1 na equação da difusão fracionária (9a), esque-

matizamos o método tipo Euler regressivo com as derivadas fracionárias [5].
- Derivada fracionária de Riemann-Liouville;

Un
i − Un−1

i

∆t
=

Kγ

∆tγ

n∑
k=0

(−1)k
(
γ

k

)(
Un−k
i−1 − 2Un−k

i + Un−k
i+1

∆x2

)
+ f(xi, tn) (17)

Un
i = Un−1

i + r
n∑

k=0

ω(k)(Un−k
i−1 − 2Un−k

i + Un−k
i+1 ) + ∆tfn

i , (18)

com r := Kγ
∆t1−γ

∆x2 e ω(k) := (−1)k
(
γ
k

)
. Para 1 ≤ i ≤ M − 1, a forma matricial para (18) é

Un+1 = Un +

n∑
k=0

ω(k)
(
AUn−k +Cn−k

)
+∆tfn, (19)

onde fn =
(
fn
1 , f

n
2 , . . . , f

n
N−1

)t, Un :=
(
Un
1 , U

n
2 , . . . , U

n
N−1

)t, Cn−k :=
(
rUn−k

0 , 0, . . . , 0, rUn−k
N

)t
,

A :=



−2r r 0 . . . 0

r −2r r
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . r −2r r

0 . . . 0 r −2r


.

- Derivada fracionária de Caputo;

Un = Un−1 +

n−1∑
k=0

bn−k−1

(
A(Uk+1 − Uk) +Ck+1 − Ck

)
+∆tfn, (20)

onde bk = 1
Γ(2−γ)

[
(k + 1)1−γ − k1−γ

]
.

- Derivada fracionária de Caputo-Fabrizio;

Un = Un−1 +

n∑
k=1

E(k)
[
A′(Un−k+1 −Un−k) +Cn−k+1 −Cn−k

]
+∆tfn (21)

onde E(k) := exp
(
− γ

1−γ k∆t
)

e A′ com r′ :=
Kγ

γ∆x2

[
exp

(
γ

1−γ∆t
)
− 1
]
.

- Derivada fracionária de Atangana-Baleanu do tipo Caputo;

Un = Un−1 +

n∑
k=0

Ck
n

(
A′′Uk +Ck

)
+∆tfn (22)
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em A′′, r′′ := Kτα∆t/
[
(1− α)∆x2

]
.

- Derivada fracionária de Chen;

Un = Un−1 + P(n)
[
A(Un −Un−1) +Cn −Cn−1

]
+∆tfn (23)

onde P(n) := n1−α/α.
- Derivada fracionária de Katugampola;

Un = Un−1 + T (n)
[
A(Un −Un−1) +Cn −Cn−1

]
+∆tfn (24)

onde T (n) := (n∆t)1−α.

4 Experimentos numéricos
Nesta seção, será apresentado um experimento para medir o tempo de execução dos diferentes

códigos propostos neste trabalho. Este teste visa não apenas quantificar o tempo necessário para a
conclusão de tarefas específicas, mas também fornecer insights valiosos sobre a eficácia relativa dos
algoritmos utilizados. A solução numérica é encontrada para o problema (9), relativa ao domínio
(x, t) ∈ [0, 1]× [0, 1], estando os dados usados descritos a seguir:

• f(x, t) = (1, 5t0,5 − π2) exp (πx) sen (πx);

• ϕ(x) = 0; l(t) = 0; r(t) = 0;

com os parâmetros ∆x = 1/400, Kγ = 1 e α = 0, 5.
Os valores da complexidade temporal dos códigos com as diferentes derivadas fracionárias foram

analisados por meio da reta de regressão ajustada ao gráfico log-log, conforme exibido nos gráficos
das Fig. 1 - 3. A inclinação da reta de regressão no gráfico log-log indica a complexidade de tempo
do código. Os gráficos exibidos na Fig. 3 mostram que o tempo de execução dos códigos com as
derivadas locais de Chen e Katugampola aumentam proporcionalmente ao volume das entradas, i.e,
O(n). A complexidade vista nas Fig. 1 e 2 ficou em torno de O(n1.3) para as derivadas fracionárias
de Riemann-Liouville, Caputo e Atangana-Baleanu, e O(n1,6) para Caputo-Fabrizio.
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(a) Derivada de Riemann-Liouville
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(b) Derivada de Caputo

Figura 1: Gráfico log-log do tempo t em minutos em função do número de passos N =
500; 1000; 1500; 2000; 2500; 3000; 3500; 4000. Fonte: Elaborada pelos autores.
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(a) Derivada de Caputo-Fabrizio
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(b) Derivada de Atangana-Baleanu

Figura 2: Gráfico log-log do tempo t em minutos em função do número de passos N =
500; 1000; 1500; 2000; 2500; 3000; 3500; 4000. Fonte: Elaborada pelos autores.
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(a) Derivada de Chen
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(b) Derivada de Katugampola

Figura 3: Gráfico log-log do tempo t em minutos em função do número de passos N =
500; 1000; 1500; 2000; 2500; 3000; 3500; 4000. Fonte: Elaborada pelos autores.

5 Considerações Finais

O trabalho aqui descrito consistiu em uma investigação sobre a análise da complexidade tempo-
ral em algoritmos numéricos aplicados à equação da difusão fracionária com seis diferentes escolhas
para as derivadas fracionárias. A abordagem numérica via método das diferenças finitas mostrou-
se eficiente, uma vez que a execução dos códigos foi eficaz ao resolver o problema dentro de um
intervalo de tempo que se adequa às expectativas, apresentando um desempenho satisfatório.

A complexidade temporal foi obtida pelo coeficiente da reta de regressão ajustada aos pontos
do gráfico log-log do número de passos N e o tempo demandado. Os resultados indicam que a
escolha do operador fracionário impacta significativamente a complexidade dos algoritmos, quando
alteramos de um operador local para um operador não local. Esse resultado era esperado, visto
que, ao fazermos uso dos operadores não locais, para cada avanço na variável temporal é necessário
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revisitar os dados de cada passo já calculado, o que não ocorre com as derivadas locais. Os códigos
com derivadas locais apresentaram uma complexidade temporal O(n) e as não locais em torno de
O(n1.3), para as derivadas de Riemann-Liouville, Caputo e Atangana-Baleanu e O(n1.6) para a de
Caputo-Fabrizio.

A fim de continuar este trabalho, visa-se investigar a quantidade de memória necessária para
executar os algoritmos em diferentes cenários. Numa outra direção, investigar a complexidade
temporal e de memória para equações em que a derivada fracionária é aplicada tanto à variável
temporal como à(s) espacia(l)is.
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