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Resumo. Neste trabalho, apresentamos um estudo comparativo da analise da complexidade tem-
poral para algoritmos numéricos utilizados para a equagdo da difusdo fracionéaria com coeficientes
constantes. Sao consideradas seis derivadas fracionérias: de Riemann-Liouville, de Caputo, de
Caputo-Fabrizio, de Atangana-Baleanu do tipo Caputo (esses operadores ndo locais), e de Chen
e de Katugampola (operadores locais). A abordagem numeérica escolhida é um esquema implicito
de diferengas finitas, inspirado no método classico de Euler regressivo e testes computacionais sdo
apresentados com resultados que comprovam as conclusoes tedricas.
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1 Introducao

As equacoes de difusao fracionaria nos ultimos anos tém atraido consideréavel interesse devido
as suas aplicagoes em diversas areas da ciéncia, pois possibilitam, em alguns casos, modelos mais
precisos. Portanto, hd uma grande necessidade de propor eficientes métodos numéricos para esses
modelos. Adaptagoes dos métodos consagrados para derivadas de ordem inteira sao propostas para
as derivadas fracionérias mais disseminadas e utilizadas em aplicagoes. Tendo acesso a esses algo-
ritmos, torna-se necessario realizar um estudo da complexidade computacional, tanto em relagao
ao tempo, quanto em relagdo ao espago.

A complexidade de tempo de um algoritmo desempenha um papel fundamental na anéalise e
no projeto eficiente de sistemas computacionais. Essa medida quantifica o intervalo de tempo que
um algoritmo necessita para execugao comparativamente ao volume de dados na entrada, sendo
essencial para avaliar o desempenho e a escalabilidade de solugoes computacionais. Neste trabalho,
vamos nos ater apenas & complexidade computacional temporal dos codigos que aproximam a
solucao da equacao da difusdo fracionéria com a derivada fracionaria em relacao a variavel temporal
usando diferentes operadores, a saber, derivada de Riemann-Liouville, Caputo, Caputo-Fabrizio,
Atangana-Baleanu do tipo Caputo, Chen e Katugampola.

2 Operadores Fracionarios

Nesta se¢ao, vamos apresentar a definicdo dos operadores de derivadas fracionarias que serao
utilizados neste trabalho.
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Definigao 2.1 (Rieman-Liouville). A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de ordem v > 0
a esquerda de uma fungao f(t) t € (a,b) € definida como

RLDZ,tf(t) = ﬁ%/ (t — S)m*’yflf(s)ds s (1)

sendo m o inteiro positivo que satisfaz m — 1 < v < m, chamado teto inteiro de -y.

Definigao 2.2 (Caputo). Seja [a,b] um intervalo finito do eizo real R. Para o € C (Re(a) > 0)
as derivadas fraciondrias de Caputo, a esquerda ¢ D, f(t), de ordem vy, sio definidas por

- 1 N
C'Da,tf(t) = I‘(n . ’Y) /a (t _ s)’*EZLJFI ds (2)

onde m € um inteiro positivo satisfazendo m —1 <y < m.

Definigao 2.3 (Caputo-Fabrizio). Para 0 < v <1, —co <a <t e f € H'(a,b) comb>a. A
derivada fraciondria no tempo sequndo Caputo-Fabrizio de ordem vy € definida por

orDy (1) = T / Cexp (ﬁ_w) F'(s)ds 3)

ondet >0 e M(y) € uma funcdo de normalizagao em que M(0) = M (1) = 1.

Definigao 2.4 (Atangana-Baleanu). Sejam f € H'(a,b), b > a e € [0,1]. A derivada fraciondria
sequndo Atangana-Baleanu do tipo Caputo € dada por

aneDyf @)= 10 [ B, (8= repas @)

1-— 1

onde E,(-) € a funcio de Mittag-Leffler de um pardmetro e M(v) € o andlogo ao fator de norma-
lizacao da derivada de Caputo-Fabrizio.

Definicao 2.5 (Chen). Sejam t € R e f(t) uma fung¢ao. A derivada de Chen de ordem v > 0 de
f € definida a partir do limite na equagdo (5)

onD} = lin TO =), o)

Aplicando a regra de 'Hopital em (5), podemos escrever a derivada de Chen de forma alternativa

Ccomo f/ (t)
cuD] = NPT (6)

Definicao 2.6 (Katugampola). Sejam t € R, n € N e f(t) uma funcgao real n vezes diferencidvel.
A derivada fraciondria de Katugampola de ordem =y, sendon < v <n+1, da fun¢io f é dada por

kD7 f(t) := lim F (et ) = f ®) (7)

e—0 €

para todo t > 0.

Considerando v € (0,1] e f uma funcao diferencidvel em um ponto ¢ > 0, podemos escrever a
derivada de Katugampola da seguinte maneira

xkDVf(t) =t (1) (8)
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3 Problema Modelo

Nesta secao formula-se o problema de valores iniciais e de contorno da equagao diferencial
fracionéria proposta por [3]. Pretende-se determinar a distribuigdo de temperatura, u(x,t), tal que

8u§;;, 2 = Dy, <,C’y(921(;§cx2,t)> + f(z,t), O<z<L, 0<t<T, (9a)
u(z,0) =¢(z), 0<z<L, (9b)
u(0.6) = I(t), 0<t<T, (90)
u(L,t) =r(t), 0<t<T, (9d)

onde Dg’t representa a derivada fracionaria de ordem v; K, é o coeficiente de difusao fracionéria, que
inclui o parametro de corre¢ao dimensional [4]; e ¢(x), I(t), 7(¢) e f(x,t) sdo fungdes suficientemente
regulares fornecidas.

3.1 Esquemas Numéricos

Efetuamos uma abordagem numeérica de (9) via método das diferengas finitas, sendo aplicados os
esquemas baseados nos de Euler regressivo. A malha computacional no dominio de (9a) ¢ definida
por x; := iAx, 1 =0,1,2,.... M, L= MAz ,t,:=nAt, n=0,1,2,...,.N, T = NAt .
Nos pontos (z;,t,) da malha denotamos u(z;,t,) por U, utilizando para a primeira derivada
temporal os esquemas numéricos (de ordem igual a 1) com as diferengas regressivas no tempo e
para a derivada segunda espacial tomamos em (9a) as diferengas centradas (ordem igual a 2) [1].

A derivada de Riemann-Liouville sera aproximada numericamente pela derivada fracionéria de
Griinwald-Letnikov [2],

(ra D), = 5 S () uttas) + 020 (10)
k=0

Sera aplicado o método denominado L1 para aproximar a derivada de Caputo [2]:

n—1
[cDg u(®)],_, = Aiﬂ > bkt (uterr) — ulty)) + O(At). (11)
k=0

A aproximagdo empregada na derivada de ordem arbitraria de Caputo-Fabrizio é aquela pro-
posta em [6],

., n N
MO) [T > [ultn—rs1) — ultnr)]e T—y"" + O(At). (12)

k=1

[cr DG u(®)],_, = AL

O esquema de aproximacao para a derivada fracionaria de Atangana-Baleanu do tipo Caputo
é a proposta por [7],

[ane D] -, = 10 3" CE () + R (13)
k=0

onde R, é o erro de truncamento e, se representarmos F., > [%(tn —t;)7| com E}, entao

(n—1)E} —nEY, se k=0,
Co=q n—k+1Ey | —2(n—k)Ef+(n—k—-1E; , se 0<k<n, (14)
Ep .y, se k=n.
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As caracteristicas dos operadores locais de Chen e de Katugampola permitem elaborar esquemas
numéricos para a derivada fracionéria utilizando somente as diferengas regressivas:

n 1=y U(lp) — U(ln—1
enDult), ., = S (M=) ogan, (15)
ultn) — ultn-1)

RDulB)y, = (et (M2

) + O(AY). (16)

3.2 Procedimentos Numéricos

Apos aplicar os esquemas definidos na Se¢ao 3.1 na equagao da difuséo fracionaria (9a), esque-
matizamos o método tipo Euler regressivo com as derivadas fracionarias [5].
- Derivada fracionaria de Riemann-Liouville;

il VST S Y Ut —2up Tt +upt
At Aty £ k Az?

> + f(zi,tn) (17)

U = Uy wR) (U = 2077R - UIY) + A (18)
k=0
com 7 := ’Cv% e w(k) = (—=1)*(]). Para1l <i < M — 1, a forma matricial para (18) ¢

n

U™t = U™+ w(k) (AUM* + C™7F) + Atf™, (19)
k=0

onde £ = (o, f3,..., fu ), U™ = (UP,UR, ..., UL )\ Cn=F = (rUF*,0,...,0,7 U )",

—2r r 0o ... 0
T —2r r
A= o 0
r  =2r r
0 0 r  =2r
- Derivada fracionaria de Caputo;
n—1
Ut =U"""+) byg1 (AU —U*) + C** — C*) + Atf™, (20)
k=0
onde by, = ﬁ [(k+ 1)1 — k1],

- Derivada fracionaria de Caputo-Fabrizio;

U™ = Un—l + Zg(k) [A/(Un_k—i_l _ U'n—k) + Cn—k+1 _ Cn—k} + Atfn (21)
k=1

onde &(k) := exp (—ﬁk‘At) e A’ com ' = % {exp (ﬁAt) - 1]
- Derivada fracionaria de Atangana-Baleanu do tipo Caputo;

U™ =U"""+) Ch(A'U* +C*) + Atf™ (22)
k=0
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5
em A", "= Kr*At/ [(1 — a)Az?].
- Derivada fracionaria de Chen;
Ur=U"""+Pn) [AU™-U"")+C™"—-C" '] + Atf" (23)
onde P(n) :=n'"%/a.
- Derivada fracionaria de Katugampola;
Ur=U""1+T(n) [A(U" —UrhH+om - C"_l] + Atf™ (24)

onde T (n) := (nAt)!=.

4 Experimentos numéricos

Nesta secao, seré apresentado um experimento para medir o tempo de execucao dos diferentes
codigos propostos neste trabalho. Este teste visa nao apenas quantificar o tempo necessario para a
conclusao de tarefas especificas, mas também fornecer insights valiosos sobre a eficacia relativa dos
algoritmos utilizados. A solugdo numérica é encontrada para o problema (9), relativa ao dominio
(x,t) € [0,1] x [0,1], estando os dados usados descritos a seguir:

o f(z,t) = (1,5t%5 — %) exp (7z) sen (7rx);
o ¢(x)=0; I(t)=0; r(t)=0;

com os pardmetros Az = 1/400, K, =1e a=0,5.

Os valores da complexidade temporal dos codigos com as diferentes derivadas fracionarias foram
analisados por meio da reta de regressao ajustada ao grafico log-log, conforme exibido nos gréficos
das Fig. 1- 3. A inclinacao da reta de regresséo no grafico log-log indica a complexidade de tempo
do codigo. Os grificos exibidos na Fig. 3 mostram que o tempo de execugao dos codigos com as
derivadas locais de Chen e Katugampola aumentam proporcionalmente ao volume das entradas, i.e,
O(n). A complexidade vista nas Fig. 1 e 2 ficou em torno de O(n'-3) para as derivadas fracionarias
de Riemann-Liouville, Caputo e Atangana-Baleanu, e O(n!:®) para Caputo-Fabrizio.
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Figura 1: Grafico log-log do tempo ¢ em minutos em fungao do ntmero de passos N =
500; 1000; 1500; 2000; 2500; 3000; 3500; 4000. Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 2: Gréfico log-log do tempo ¢ em minutos em fungdo do nimero de passos N =
500; 1000; 1500; 2000; 2500; 3000; 3500; 4000. Fonte: Elaborada pelos autores.
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Figura 3: Gréfico log-log do tempo ¢ em minutos em fungdo do nimero de passos N =
500; 1000; 1500; 2000; 2500; 3000; 3500; 4000. Fonte: Elaborada pelos autores.

5 Consideracoes Finais

O trabalho aqui descrito consistiu em uma investigagao sobre a anéalise da complexidade tempo-
ral em algoritmos numeéricos aplicados a equagao da difusao fracionaria com seis diferentes escolhas
para as derivadas fracionarias. A abordagem numérica via método das diferencas finitas mostrou-
se eficiente, uma vez que a execugao dos cddigos foi eficaz ao resolver o problema dentro de um
intervalo de tempo que se adequa as expectativas, apresentando um desempenho satisfatorio.

A complexidade temporal foi obtida pelo coeficiente da reta de regressao ajustada aos pontos
do grafico log-log do numero de passos N e o tempo demandado. Os resultados indicam que a
escolha do operador fracionario impacta significativamente a complexidade dos algoritmos, quando
alteramos de um operador local para um operador nao local. Esse resultado era esperado, visto
que, ao fazermos uso dos operadores nao locais, para cada avanco na variavel temporal é necessario
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revisitar os dados de cada passo ja calculado, o que nao ocorre com as derivadas locais. Os cédigos
com derivadas locais apresentaram uma complexidade temporal O(n) e as nao locais em torno de
O(n':?), para as derivadas de Riemann-Liouville, Caputo e Atangana-Baleanu e O(n'%) para a de
Caputo-Fabrizio.

A fim de continuar este trabalho, visa-se investigar a quantidade de memoria necessaria para
executar os algoritmos em diferentes cenérios. Numa outra diregao, investigar a complexidade
temporal e de memoria para equagoes em que a derivada fracionaria é aplicada tanto a variavel
temporal como a(s) espacia(l)is.
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