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Resumo. Fractais podem ser inseridos em sala de aula e despertar a curiosidade e a motivagao
para realizar investigagoes, pois é possivel estabelecer conexdes com sequéncias numéricas, tais como
progressao aritmética e geométrica. O objetivo desse trabalho é discutir os conceitos mateméaticos
envolvidos na construgao de kirigami a partir do fractal conhecido como Conjunto de Cantor e
apresentar os resultados da intervencao realizada junto a estudantes do Ensino Médio. Conclui-
se que a atividade de construcdo de um cartdo fractal oportunizou uma experiéncia estética, o
desenvolvimento de percepgao espacial e contribuiu para a o interesse dos estudantes por conteudos
como sequéncias numéricas, progressoes, razao € proporgao.
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1 Introducao

A Geometria Fractal, também conhecida como Geometria da Natureza, modela certas irregula-
ridades observadas em estruturas naturais, como arvores e plantas, cursos de rios, raios e nuvens.
Na economia, modela variacoes da bolsa de valores. No urbanismo, pode modelar estruturas de
cidades e povoados. Nas ciéncias, pode ser aplicada a medicina, biologia e mineralogia. Na cultura,
estd presente em artesanatos e penteados tradicionais africanos [6].

Fractais sao gerados por meio da iteracao infinita de um processo perfeitamente definido, que
pode ser algébrico ou geométrico. Na iteracao algébrica, sao geradas figuras com o uso de uma
equagao ou fungao. Ja na iteragao geométrica, ocorre a subdivisao de uma figura com a aplicagao
de uma regra pré-definida em seu todo ou em uma de suas partes, considerando a autossimilari-
dade. Como a complexidade de um fractal pode ser considerada infinita, o computador é o tinico
instrumento capaz de construir a imagem de um fractal que se aproxime razoavelmente daquilo
que ele realmente é. Devido a sua simplicidade, os Fractais Geométricos, podem ser inseridos em
sala de aula e despertar no aluno a curiosidade e a motivacao para realizar investigagdes [5].

Barbosa [1] defende a potencialidade de construgoes geométricas fractais em aulas de Matema-
tica, embora o tema nao esteja presente no curriculo, é possivel estabelecer conexoes com sequéncias
numéricas, como progressao aritmética e geométrica, e também com as artes, arquitetura e diversas
areas da Ciéncia. Diversas pesquisas discutem a introdugao de fractais para a aprendizagem de
conceitos matematicos ([11], [5], [10]). As possibilidades de abordagem dos fractais sdo multiplas,
com auxilio ou nao de recursos digitais. A construgao de fractais geométricos com dobraduras
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e recortes possibilita maior controle do estudantes sobre as propriedades e operagoes envolvidas
[12]. A natureza recursiva da construcao de alguns fractais geométricos bidimensionais possibilita a
aplicacdo de uma arte tradicional japonesa conhecida como Kirigami de construir formas e objetos
através do recorte de papel dobrado, dando origem a um objeto conhecido como Cartao Fractal.

A construgao do Cartao Fractal também contribui para o desenvolvimento da percepgao espa-
cial, habilidade que permite perceber e se relacionar com o espago, é essa habilidade que permite
visualizar e reconhecer objetos a partir de diferentes perspectivas. Uma caracteristica importante
é perceber o entorno com suas formas, tamanhos, distancias, volumes e movimentos para antecipar
alteragoes no espaco. Em relagdo ao Ensino de Matematica, os Pardmetros Curriculares Nacio-
nais (PCNs) preconizam que devem ser desenvolvidas [...] as habilidades de visualizagao, desenho,
argumentagao logica e de aplicagdo na busca de solugbes para problemas [3].

Assim, o objetivo desse trabalho é discutir os conceitos matemaéticos envolvidos na construgao
de kirigami a partir do fractal conhecido como Conjunto de Cantor e apresentar os resultados da
intervencao realizada junto a estudantes do Ensino Médio.

2 O Conjunto de Cantor

Fractais Geomeétricos sao subconjuntos gerados por transformagoes geométricas simples do pro-
prio objeto nele mesmo. Estes, possuem um padrao fixo de substituigao geométrica, aplicados a
cada iteracdo. O conjunto de Cantor (Figura 1) é um exemplo de fractal geométrico, A construgao
classica do Conjunto de Cantor é realizada por retiradas sucessivas dos tergos médios abertos de
segmentos de reta iniciando com o intervalo fechado [0,1]. O conjunto Cantor é a figura limite da
sequéncia de subconjuntos e nio contém intervalos [9)].
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Figura 1: Iteragoes iniciais do Conjunto de Cantor. Fonte: os autores.

A soma dos comprimentos dos intervalos retirados que resultam no Conjunto de Cantor é uma
1

série geométrica de razao %7 dada por: S = % + 3% + 3% + .= 1_53 =1.

A medida da soma dos tamanhos dos intervalos retirados temsa mesma medida do intervalo
original, portanto, o conjunto de Cantor é constituido por pontos e tem medida nula, por essa
caracteristica também é conhecido como Poeira de Cantor.

Georg Cantor, mateméatico nascido em 1845 na Rissia, desenvolveu a Teoria dos Conjuntos
e discutiu a questao de diferentes cardinalidades de conjuntos infinitos. Nesse contexto, que ele

propds o engenhoso exemplo da Poeira de Cantor, um subconjunto da reta ndo-enumerével [8].
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Mais tarde, em 1975, Benoit Mandelbrot resolveu um problema que a IBM enfrentava nas
suas linhas telefonicas utilizadas em rede de computadores utilizando o antigo trabalho de Georg
Cantor. Assim, a Poeira de Cantor pode ser considerada como o precursor dos fractais. Mandelbrot
é considerado o pai da Geometria Fractal, cunhou a terminologia, utilizou algoritmos numéricos
simples para visualizar as formas geométricas até entao consideradas patologicas e concebeu fractal
como uma figura limite.

Falconer [7] propoe uma classificagdo menos rigorosa para Fractais, que pode ser facilmente
compreendida por estudantes do Ensino Basico. O autor afirma que um conjunto é considerado
Fractal se satisfaz pelo menos algumas caracteristicas. A Tabela 1 lista as caracteristicas citadas
e relaciona-as & Poeira de Cantor.

Tabela 1: Caracteristicas fractais satisfeitas pela Poeira de Cantor.

Caracteristicas Gerais de Fractais Caracteristicas da Poeira de Cantor
1. Possui detalhes em qualquer escala | A imagem fractal possui os mesmos deta-
(complexidade infinita) lhes que o todo, admitindo um nimero in-
finito de procedimentos recursivos a serem

executados.
2. E exatamente, aproximadamente | Apresenta autossimilaridade exata, pois
ou estatisticamente auto-similar | cada parte da figura é semelhante ao todo.
(autossimilaridade) Cada intervalo de qualquer iteracao é se-

melhante ao intervalo original [0, 1] como
também a todos os outros conjuntos em to-

das as iteracoes, com razao de semelhanca
% com o tamanho dos intervalos da itera-

¢ao anterior.

3. Possui dimensao fractal maior | A cada iteragdo, um segmento de reta é
do que a dimensao  topologica | dividido em trés partes congruentes, resul-
(dimensao fracionaria) tando em dois segmentos com um terco do

comprimento do segmento da iteracao an-
terior, entao a dimensao fractal é:
d— logn _ log2 ~
logp  log3

0,63.

4. E localmente ou globalmente muito irregu- | Nao pode ser descrita em linguagem da
lar para ser descrito em linguagem geomé- | Geometria Euclidiana.
trica tradicional

5. Pode ser definido por um algoritmo recur- | Retiradas sucessivas dos tercos médios de
sivo simples um intervalo da reta.

Portanto, a Poeira de Cantor é um fractal, de acordo com esta classificacao. A natureza
fracionéria de sua dimensao fractal revela que a Poeira de Cantor apresenta dimensao maior que
um ponto (zero) e menor que uma reta (um).

3 Kirigami a partir do Conjunto de Cantor
Fractais podem ser construidos com o auxilio de recursos computacionais. Entretanto, é possivel

obter construgoes fractais belas por meio de dobraduras com a técnica kirigami, também conhecidos
como cartao fractal.
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O fractal Quartil Central construido a partir de dobradura em papel e recorte tem sido abordado
em alguns trabalhos, inclusive explicitando a aplica¢do em objetos arquitetdnicos [11].

Devido a sua importéancia histérica e suas propriedades matematicas, o Conjunto de Cantor foi
utilizado para a obtencao de um cartao fractal, a partir de agora denominado Kirigami de Cantor,
cujo protocolo de construcao envolve as instrugoes resumidas na Figura 2.
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Figura 2: Passos para construgdo do Cartao Fractal Poeira de Cantor. Fonte: os autores.

A construgado do Kirigami de Cantor pode ser realizada com o uso de régua, dividindo-se o
comprimento da folha em trés partes iguais, com as devidas marcagoes e recortes. O processo é
recursivo, entdo por simplicidade optou-se por fazer inicialmente apenas as dobras e recortes no
intervalo central, porém é possivel realizar o protocolo para os intervalos menores |0, %] e [%, 1] a
partir do passo 5. O cartao fractal obtido a partir do protocolo é apresentado na Figura 3. Foram
realizadas trés iteragoes haja vista as limitagoes das dobras no papel e recortes.

Figura 3: Kirigami de Cantor simplificado e Kirigami de Cantor com trés iteragdes. Fonte: os
autores.

A partir da construc¢do do cartdo e contagem dos elementos resultantes é possivel extrapolar o
nimero de iteragoes para além das limitagoes do papel e construir uma tabela com as iteracoes e
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o numero de blocos resultantes (Tabela 2).

Tabela 2: Numero de blocos na construgao do Kirigami de Cantor simplificado.

Iteracao Numero de blocos adicionais Numero total de blocos Termo

1 1 1 aq
2 2 3 ao
3 4 7 as
4 8 15 ay
n ay, = 271 a, =2" -1 Qn,

A expressao a,, = 2a,_1 + 1 também poderia representar o numero total de blocos apés cada
iteracao. Entretanto, nota-se que a expressao a,, = 2" — 1 nao necessita do nimero de blocos
decorrentes da iteragao anterior, sendo matematicamente mais eficiente.

Neste trabalho optamos por abordar comprimentos e volumes dos blocos retangulares obtidos
no Kirigami de Cantor. Os comprimentos dos blocos retangulares determinam uma Progressao
Geométrica (PG) de razao q = %, conforme Figura 4.

0 1

—
wl N

Figura 4: Iteragoes iniciais do Cartdo Fractal. Fonte: os autores.

Nota-se que os termos da PG formada pelos comprimentos dos blocos retangulares em cada
iteragao é decrescente com limite zero:

1 111 1 1 1
7379727781243 773077 )

Outras caracteristicas podem ser discutidas, como a area lateral de cada bloco retangular, ou
ainda, o volume dos blocos retangulares. Sejam a e b o comprimento e a largura da folha A4,
respectivamente. Ao realizar a primeira dobra para a construgao do cartao fractal, temos que a
largura passa a ser g. Considerando que o comprimento é sempre divido em trés partes iguais e a
largura em duas partes iguais, o volume dos blocos retangulares desse fractal também é dado por

uma PG: . ) .
1 2 2 2 2
(3.420117 732.43ab ,33.440117 ,...,Wab yeee |y

cuja soma dos termos resultard no volume do so6lido formado na iteragao n.

4 Introducao as Sequéncias Numéricas com Cartao Fractal

Considerando-se que problemas envolvendo o tema fractais podem ser utilizados para introdugao
e desenvolvimento de diversos conceitos matematicos como perimetro, area, volume e progressoes
geométricas. E que a utilizagao de fractais em um contexto de educagao basica, os geométricos se
apresentam como opg¢ao valida, pois sua estética e detalhamento visual facilitam a compreensao
dos conceitos matematicos envolvidos em sua construgao. Foi realizada uma intervencgao didética
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como atividade do Programa Institucional de Bolsas de Iniciacdo a Docéncia (PIBID) na Escola
Estadual Samuel Engel, com aproximadamente 150 estudantes do segundo ano do Ensino Médio,
cujo objetivo foi investigar as propriedades do fractal a partir da constru¢ao do Cartao Fractal e
sua relacdo com a as progressoes geométricas.

Inicialmente os estudantes foram orientados a construir o Cartao Fractal por meio da técnica
kirigami, seguindo o protocolo de construgao apresentado nesse trabalho. Em outro momento,
os estudantes realizaram anotagoes sobre o ntimero de iteragoes realizadas e o nimero de blocos
retangulares resultantes em cada iteracao.

Assim, a partir do ntiimero de iteragoes e blocos resultantes, é possivel discutir com os estudantes
sobre diversos conceitos matemaéticos, incluindo sequéncias, progressoes e séries, com foco algébrico
ou geométrico.

A atividade de construgdo do cartdo fractal apresentou-se como motivagdo para o ensino de
PG, pois quando sao realizadas as medi¢oes dos elementos do cartao, surgem sequéncias numéricas,
entre elas, as progressoes geométricas. As progressoes geométricas aparecem no comprimento, na
largura, na area e no volume de seus blocos retangulares, bem como no ntimero de blocos decorrentes
de cada iteragao. Definimos bloco retangular como sendo cada "degrau'resultante das iteragoes
realizadas durante a construgao do Cartao Fractal.

Os estudantes montaram tabelas e construiram uma sequéncia de nimeros, perceberam que o
termo sucessor poderia ser obtido do anterior pela multiplicagdo de um fator constante. Chegou-se
assim & motivacao da definicao de Progressao Geomeétrica como uma sequéncia de ntmeros reais
nao nulos em que o quociente entre um termo qualquer, a partir do segundo, e o termo que o
antecede é constante, essa constante é denominada razao e indicada por q. Deduziu-se o termo
geral a, = a; - ¢" !, e a soma dos termos da PG:

al'(qn_l)_

Sy =
q—1

Ao final, cada turma buscou generalizar férmulas para o calculo do niamero de blocos retan-
gulares de cada fractal e sobre a soma deles, concluindo que hé formacao de uma progressao
geométrica.

Na habilidade EM13MAT508 da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) espera-se que o
estudante identifique e associe sequéncias numéricas a funcoes exponenciais de dominios discretos
para analise de propriedades, incluindo dedugao de algumas formulas e resolugao de problemas [2].
Assim é possivel abordar fractais e suas caracteristicas no segundo ano do Ensino Médio.

A atividade, ademais, por envolver a construgao e anélise das caracteristicas dos fractais, bem
como generalizagoes, despertou o interesse dos estudantes pela aprendizagem do tema, facilitando
a compreensao sobre o termo geral e a soma da PG, permitindo, também, uma revisao sobre
o tema de potenciacdo e medidas de grandeza em Geometria, como comprimentos e volumes.
Esse conhecimento favoreceu, ainda, a resolucao de questoes do ENEM e das avaliagOes externas
realizadas pelos estudantes, exames em que sao recorrentes questoes sobre sequéncias e progressoes.

5 Consideracgoes Finais

Com a intervengao didatica, identificamos que o uso do cartao fractal em aulas de matematica
contribui positivamente em diversos aspectos para os estudantes. Em geral, as turmas de segundo
ano do Ensino Médio compreenderam que a Matemaética, em especial, as progressoes geométricas
estao presentes no seu cotidiano e possuem diferentes aplicagoes no mundo real, inclusive nos
proprios fractais. Também foi possivel propiciar o desenvolvimento da percepgao espacial.

Outros fractais também possuem caracteristicas semelhantes, como a Curva de Koch e o Trian-
gulo de Sierpinski, porém em formato bidimensional. Por esse motivo, consideramos que o Cartao
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Fractal facilitou a visualizagao e interacao do estudante com o material construido a partir da
Poeira de Cantor.

Com riqueza de detalhes e oportunizando uma experiéncia estética, os fractais podem ser discu-
tidos no ensino de matematica, atraindo o interesse dos estudantes por contetidos como sequéncias,
progressoes, razdo e proporgao, dentre outros [4].
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