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Resumo. Este trabalho analisa a reconstrugdo do paradmetro de condutividade térmica, modelado
por equagoes diferenciais parciais (EDPs), resolvidas numericamente pelo Método Pseudoespectral
de Chebyshev (MPC) em conjunto com o método de Crank-Nicolson (CN). O MPC converte as
EDPs em um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), que, em seguida, é resolvido pelo
método de Crank-Nicolson para o caso dependente do tempo. Na reconstrucdo do parametro, o
Problema Inverso (PI) ¢ otimizado por meio do método de Evolugao Diferencial Melhorada (EDM),
empregado para a minimizacdo da fungdo objetivo em que o pardmetro K(z,y) é estimado em
todo o dominio. Este estudo destaca a analise comparativa entre diversas solugoes que envolvem
as fungoes de base radial (FBR), utilizadas para a interpola¢ao de dados multivariados dispersos
durante a discretizagdo das EDPs pelos métodos numeéricos. Os resultados evidenciam a eficacia do
EDM, combinado com o MPC, em encontrar solu¢ées de alta qualidade para problemas complexos,
além de demonstrar a importancia da interpolagdo com FBRs na malha discretizada, o que reduz
significativamente o tempo computacional.
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1 Introducao

Uma funcdo g : R — R cujo valor depende apenas da magnitude de seu argumento é chamada
de fungao radial. Por exemplo g(z) = ¢(||z||]) = ¢(r), onde ¢ : [0,00) — R e r é o comprimento
do vetor z. Isso significa que ¢ é constante para vetores do mesmo comprimento. Chamamos ¢ de
funcao de base radial (FBR). A Tabela 1 mostra os tipos classicos de fungoes radiais.

Tabela 1: Tipos classicos de fungdes radiais. Fonte: [5]

Funcao de base radial o(r) fator ordem
FBR Gaussiana e=(er)’ c>0 0
FBR Spline Poliharmoénico rla—l aeN m=«
FBR Spline Poliharmoénico r?®logr a€N m=a+1
FBR MultiQuadraticas Vvri+cez2 ¢>0 1
FBR MultiQuadraticas inversas ﬁ c>0 0

FBR Quadraticas inversas c>0 0
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As FBR sao condicionalmente definidas positivas de acordo com a ordem m veja Tabela 1
(m refere-se a ordem de ¢(x), veja [5]). Suponha que temos dados dispersos multivariados da
forma (z;, fi) e queremos encontrar uma interpolacio s(z), x € R? satisfazendo s(z;) = fi, i =

1,2,--- ,n. Para a interpolagao s(z), devemos ter
n
s(x,y) = Xio (|lz = il]) + a0 + a1z + azy, e (1)
i=1
Z)‘l(b(Hx]_xZH):fJ? ]:17217n (2)
i=1
Na forma matricial, temos ®\ = F, onde F = [f; fo--- £, 000]7, A = [A; Ao -+ A\, ag,a1.a2]T e
[ o(llzr —aall) d(lee—zil]) -+ d(lzn—ml]) 1 z y ]
Bom | Ol —aal) (loz—aall) - Slllan—zall) 1 o y )
1 1 00 0
1 Tn, 0 0 0
I n Un 00 0 1 (s nss)

De acordo com [8], existe a seguinte relagdo entre a precisdo da interpolagdo e o nimero de
condigao espectral da matriz ® :
oo
cond ® = " (4)

Umaw

onde o representa os valores singulares, com os indices max e min indicando o valor méximo e
minimo, respectivamente, ou seja, ®v; = o;u;, com {v;} base ortonormal do espago linha e {u;}
base ortonormal do espago coluna do R™. Neste trabalho, para melhorar a precisao tomamos como
fator da interpolagao ¢ = 1, veja Tabela 1.

Para analisar as diferentes interpolaces na reconstrugao de pardmetros modelaremos a trans-
feréncia de calor como um problema de condugao transiente bidimensional, com tensor de conduti-
vidade variavel nas diregoes x e y, visando o estudo de materiais isotrépicos e anisotropicos. Para
isso consideraremos a seguinte EDP que descreve o problema de transporte no dominio Q x (0, ],
tf > 0, com Q= (0,11) X (0,[2) - R2.

or
Cla,y) 55 (2,9,1) = V- [K(2,y) VT (z,y,0)] + G(, y.t) (5)
com tensor condutividade térmica dado pela matriz K(x,y) = [kij(z,y)],,,- As condigdes de

contorno sao do tipo mistas, descritas como

—kJ(O, y)g%(oﬁya t) + hl(y)(T(Oa yvt) - fl (y’t)) =0 para Y€ (Oa l2>7t € (075)’ (6)

k<l17y)g%(llayat)+h2(y)(T(ll>y’t) _f2(y7t)> =0 para y e (Oal2)’t€ (O7E)> (7)

—k(a:,O)(Z—z(x,O,t) + h3(x)(T(x,0,t) — f3(x,t)) =0 para =z € (0,11),t € (0,1), (8)

k(x,lg)%(l’,lg,t) + h4($)(T(I,l27t) - f4(l’,t)) =0 para T e (Ovll)7t € (O7i)? (9)
T(x,y,0) =Ty naregiao €. (10)
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Neste modelo, T'(z,y,t) representa a temperatura, C(x,y) = C > 0 é a capacidade térmica
constante, h; (para i = 1,2,3,4) s@o as fungoes de transferéncia de calor, e f; (para i = 1,2,3,4)
representam as func¢oes de fluxo de calor na fronteira. Para resolver este problema, a EDP da Eq.
(5) é transformada em um sistema de EDOs dependentes do tempo por meio do método CPM.
No problema resultante, aplicamos o método de Crank-Nicolson (CN) devido & sua simplicidade
(baseado na regra do trapézio), precisdao de segunda ordem e, especialmente, por sua estabilidade.
Para mais detalhes, consulte [1] e [2].

1.1 Meétodo pseudoespectral de Chebyshev (MPC)

Para aplicar o MPC, tomamos no dominio I = (0,11) x (0,l) € R? uma malha composta por
(n+1) x (n+ 1) pontos que seréa transformada em (n 4 1) Chebyshev Gauss-Lobatto x; e y; nas
diregoes horizontal e vertical, respectivamente. Para cada direcao, seja &; um ponto de colocagao
otimizada, denominado ponto Chebyshev Gauss-Lobatto:

1
ii:i[l—cos(iw/n)],i:0,1,-~- , M. (11)
Desta forma, temos pontos nao igualmente afastados e vamos associé-los aos polindémios de Chebyshev
¢(2;). Nos métodos espectrais aproximamos a fungio desejada, u(x) (unidimensional), pela série
de Chebyshev truncada. Para o método pseudo-espectral tomamos esses valores nos pontos de
colocagao ;. Assim
<U, ¢Z>w

N
un () ~ ;Ci(b(i'i) come; = (i i)y "

onde w uma fungao peso que produza a ortogonalidade do polindémio de Chebyshev em relacao ao
produto interno. Para a diferenciacao de Chebyshev, por exemplo, seja p um polinémio interpola-
dor, dado um conjunto de valores u(&;) = p(&;), j = 1,--- , N., de uma fun¢éo unidimensional u, a
derivada discreta em relagao a 2 no ponto de colocagao &; pode ser aproximada por u'(#;) = p'(&;).
Como esta operagao ¢é linear podemos escrever u/(Z;) = e] Du”, onde e; € o (j + 1)-ésimo vetor
canodnico de ordem N + 1. A matriz D = [d;;], com 0 < ¢,j < N, é chamada de matriz diferencia-
¢ao. Seja D a matriz de diferenciacdo de Chebyshev (n+1) x (n+ 1) podemos construir a seguinte
decomposigao (por linha ou por coluna):

o
i
D=| . | =Mdodi,....d], ri,di eR™, i=0,...,n. (13)

sy

r

Aplicando o MPC no termo que possui a diferencial em rela¢do a variavel x da parte principal da
EDP da Eq. (5) obtemos

E ) aT(anijt)
Ox (k(xo,yj) Ox

T] == ~ D(KjT;), j=0,...,n, (14)

ﬁ . aT(mna yja t)
833 (k(‘rn7yj) 8.’1}

onde K¥ ¢ a matriz diagonal K7 = diag(k(zo,y;), k(21,v5), .-, k(zn,y;)), j=0,1,...
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Usando Eq. (14) e T; ~ DT}, obtemos

0 OT (x,y;,t) T e . .
. (k(a:i,yj)a’xj ~r(KIDT;), i=1,....n—1, j=0,...,n. (15)
Aplicando o MCP nas Egs. (6)-(9), para os pontos (zo,y;), 7 = 0,...,n, e para (z,,y;), j =
0,...,n. Com aproximacao similar dada na Eq. (14) obtemos
T n 8T(zz7y7t)
x
aT(any'vt) = aT(xzayvt) aT(mnvyvt)
= dok(xo’yj)Tj + ; dik(xivyj)Tj + dnku(fmyj)Tj
= [P (y;)doet + DiKY Dy — ho(y;)dnet 1] Ty — doha (y;) f1(y;,t) + dnha(y;) f2(ys, 1)
= A;T, +b,, (17)
onde
Aj = hi(y;)doe] + DiK3Dy — ho(y;)dnet e (18)
b; = —dohi(y;) f1(y;. t) + dnha(y;) f2(y;. 1), (19)
i
Dy =1[dy,...,dn_1], Ds= , (20)
o1
K? = diag(k(z1,9;), - - - k(Tn-1,7;)) (21)

Analogamente, aplicando o MPC no termo que possui a diferencial em relagao a variavel y da
parte principal da EDP da Eq. (5) obtemos a diferencial em relagao a variavel y.

2 Evolucao Diferencial Melhorada

O Evolugao Diferencial Melhorada (EDM) utiliza um algoritmo de Evolugao Diferencial (ED)
para criar uma populacao inicial de individuos, amostrada aleatoriamente na regiao viavel com
distribui¢do uniforme [6]. Apods ordenagao crescente dos valores da fungao objetivo, a populacado é
dividida em conjuntos, nos quais o ED é executado de forma independente. Na etapa de evolugao,
as subpopulagoes sdo embaralhadas e redistribuidas, assegurando a troca de informagoes [4]. A
implementacao paralela do EDM ocorre da seguinte forma: (1) o processador mestre gera aleatori-
amente a populagao inicial, dividindo-a em k subconjuntos, distribuidos entre até k processadores;
(2) cada subconjunto executa o ED sequencialmente até alcancar um critério de parada; (3) as sub-
populacoes sdo reunidas, embaralhadas e redistribuidas em novas subpopulagoes. O fluxograma
da implementagdo esta na Figura 1, veja [3] e [7] para mais detalhes. No processo de reconstrugao
do parametro K (x,y) o EDM foi utilizado no processo de minimizagao dado por:

MZTLE = ||T(x7 y’ tf) - T(Jj’ y? tf)”? S.a KTTL’iTL < K(x7y) < K77L(l.’l; k) (22)

onde K (z,y) foi buscado em todo dominio Q discretizado hx h, com h = 9, no entanto para otimizar
o processo de busca é feita uma malha mais grossa com h = 4 e posteriormente interpolada para
a malha mais fina com h = 9 usando FBR para calcular o valor de T'(z,y,t) aproximado usando
os métodos de discretizagao MCP e CN. No processo de eqs. 22 sao conhecidos o valor inicial de

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0403 010403-4 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0403

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

T(z,y,0) e o valor final de T'(z, y,ts) que, neste caso, é dado por uma solugéo analitica. Os dados
na construcao da solugao sao:

T(z,y,t) = e~ "/*(sen (xy) + cos(y)), (23)

usando nas equagoes (5) a (10) os valores: kj;(x,y) = 20sen (zy) + 20 cos(zy), ki2(z,y) = 0
ka1(x,y), hi(y) = 3sen(y), ha(y) = 3cos(y), hs(x) = 3sen(x), ha(x) = 3cos(x), fi(y,t) =
—20ye~2 + 3sen (y)e 2, fay,t) = 20ye~/?(cos® y — sen?y)) + 3cos(y)e t/?(sen (y) + cos(y)),
fa(z,t) = —20@e /2 4 3sen (x)e /2, f4(z,t) = 20we~t/2(cos® x — sen 2x) + 3 cos(x)e /2 (sen () +
cos(z)), com o termo fonte descrito por

G(x,y,t) = e 2 {—1[sen(zy) — cos(zy)]} + 80 {y? cos(zy) sen (zy) + z% cos(zy) sen (zy) } (24)

Entrada dos
parametros
da EDM

Gerar aleatoriamente
a populagao inicial P;
¥
Particionar a populagao
P; em k subconjuntos S},

Para cada subpopulacao SLl

Avaliar a funcao objetivo F'(S},)
1

Mutagao, cruzamento e se-
le¢ao da subpopulagao

¥

<— Subpopulagio S} evoluida

Agrupar as subpopulagdes b,ﬁl

Populagio inicial P evoluida
¥
@ Embaralhar a nova populagao j/ Critério de parada/

Figura 1: Fluxograma do Método de Evolucao Diferencial Melhorada. Fonte: dos autores.

3 Resultados e Consideragoes Finais

Neste trabalho, realizamos uma anélise comparativa dos resultados da reconstrucao do tensor
de condutividade, alternando as fungoes de base radial no processo de interpolagao de dados mul-
tivariados dispersos. Nesse contexto, o EDM apresentou excelente desempenho, com um tempo
computacional médio de convergéncia de 8,4 minutos. Vale ressaltar que a execugao do mesmo
c6digo, sem o procedimento de interpolacao via FBR, resulta em um tempo computacional signi-
ficativamente maior, de aproximadamente 55,34 horas.

Na Figura 2, sao apresentados os graficos da temperatura e da reconstrugao do parametro de
condutividade térmica utilizando a interpolagao com FBR do tipo Gaussiana. Conforme indicado
na Tabela 2, os erros de interpolacdo via FBR estdo na ordem de 102 ou inferiores, sendo que a
FBR Gaussiana se mostrou a mais adequada, com um erro absoluto aproximado de 3,9 x 10~2 (ou
5 x 1073 na norma infinita).

Para a anélise comparativa das solugoes envolvendo diferentes FBRs, mostramos na Figura 3
os erros da modelagem da temperatura T'(x,y) (analitico vs. numérico) e, na Figura 4, os erros da
reconstrucao do parametro K (x,y) (analitico vs. numérico).
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(a) Temperatura T'(z,y) (b) Reconstrugdo de K(z,y)

Figura 2: Graficos da Temperatura e da condutividade térmica para FBR Gaussiana. Fonte: dos

autores.
Tabela 2: Normas do erro absoluto entre K analitico e K numérico.

Funcao de Base Radial Norma de Frobenius Norma Infinita
FBR Gaussiana 0,00389398 0,00497074
FBR Spline poliharmonica logaritmica 0,00515004 0,00741237
FBR Multiquadratica inversa 0,00704072 0,00960926
FBR Quadratica inversa 0,00805675 0,010718
FBR Multiquadratica 0,00618249 0,00902886
FBR Spline poliharménica 0,0131798 0,0185124

6x10%
4x10%
2:10%

(b) FBR spline logaritmica: (¢c) FBR multiquadratica in-
g(x) = z° log () versa: g(z) = [Vz? + 1]—1

ico —— Ero absoluto entr

(d) FBR quadratica inversa: (¢) FBR  multiquadratica: f) FBR spline poliharmonica:
g(

( (
) =[o® +1]7" g(z) = va? +1 g(x) =a®

Figura 3: Erro da modelagem da Temperatura T'(z,y) analitico vs numérico. Fonte: dos autores.
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B absouto entre Keanaltco e Kenuméric — Eo absaluto entre K-analkco & Knumérco — Ero absolto entre Kanatico & Knumérco —

(a) FBR Gaussiana: g(z) = (b) FBR spline logaritmica: (¢c) FBR multiquadratica in-
2 versa: g(z) = [vo2 +1]7!

(d) FBR quadratica inversa: (e)  FBR  multiquadratica: (f) FBR spline poliharmonica:
g9(@) = [o* +1]7" 9(z) = Va* +1 g(z) =2°

Figura 4: Erro da reconstrugao do paradmetro K(x,y) analitico vs numérico. Fonte: dos autores.
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