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Resumo. Neste trabalho apresentam-se resultados tebricos e numeéricos referentes ao calculo da
taxa de Kramers para sistemas estocésticos com ruido multiplicativo. Trabalha-se no ambito de
uma prescrigao geral do calculo estocéstico, que inclui as interpretagoes mais usadas na integragao
estocéastica. A expressdo encontrada para a taxa de Kramers vai permitir o estudo de fenémenos
particulares de sistemas com ruido, como a ressonéncia estocéstica.

Palavras-chave. Taxa de Kramers, Equagoes diferenciais estocésticas com ruido multiplicativo,
Ressonancia Estocastica

1 Introducao

Processos de difusao definidos através de equagoes diferenciais estocasticas (SDEs) tém-se tor-
nado uma ferramenta matematica importante para descrever a dinamica de vérios fenomenos (2, 3|.
A equagao béasica para definir estes sistemas em uma dimensao, também conhecida como equagao

de Langevin, é dada por
dx
5 = f@) +g(@m(), (1)

onde a fungao f(x) é conhecida como drift, g(x) refere-se a difuséo e n(t) é uma forca estocastica,
definida por um certo processo estocéastico. Vamos considerar que 7(t) obedece uma distribuicao
gaussiana com média zero e delta-correlacionada, ou seja, E[n(t)] = 0 e E[n(t)n(t')] = o25(t — '),
sendo chamada de ruido branco. Nesta expressdao, o2 representa a intensidade do ruido e 6(t) é
a Delta de Dirac. No caso em que a difusao depende do estado do sistema, como modelado pela
equagao (1), entende-se que o ruido é multiplicativo. A equagcao tal que f(z) = 0 e g(z) é constante,
descreve o conhecido Movimento Browniano de uma particula livre no regime superamortecido, ou
seja, desconsiderando o termo de inércia.

Do ponto de vista da fisica, a dinAmica estocastica multiplicativa é uma das abordagens possiveis
para aumentar nossa compreensao da mecanica estatistica fora do equilibrio. A probabilidade
condicional ou de transi¢ao entre estados é um objeto central nesta linha de pesquisa, pois contém
informacoes detalhadas sobre a dindmica do sistema. Por outro lado, em sistemas descritos por
SDEs com ruido multiplicativo, emergem fenémenos proprios, que precisam ser melhor estudados.
Alguns destes fendmenos sdo a ressonancia estocastica (Stochastic Ressonance (SR), pelas siglas
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em inglés) e as transi¢oes de fase induzidas por ruido (Noise-induced phase transitions (NIPT),
pelas siglas em inglés).

O exemplo paradigmaético da ressonéncia estocéstica é mais facil de entender desde a abordagem
do famoso problema de Kramers, onde particulas brownianas, inicialmente em um minimo dado de
energia potencial, podem ser levadas ao topo de uma barreira potencial devido ao ruido térmico.
Evidentemente, se houver outro pogo apos essa barreira, a particula também pode ir para este novo
poco, efetivamente pulando através da barreira, ou pode simplesmente voltar ao pogo inicial. Este
problema é conhecido também como ativagao térmica sobre uma barreira de potencial e encontra
aplicacoes em muitas areas cientificas, incluindo fisica, quimica, biologia e engenharia, tornando-o
um problema interdisciplinar.

Neste contexto, estudamos recentemente como a taxa de escape de Kramers é modificada
quando a dinAmica do sistema é controlada por ruido multiplicativo [4]. Considerou-se um modelo
simples de um sistema biestéavel com potencial simétrico. Usando a representagao de integral de
caminho [1] da dinAmica de Langevin superamortecida, foram calculadas as probabilidades de tran-
sicdo e a taxa de escape na aproximagao de ruido fraco. No presente trabalho, sdo resumidos esses
resultados e generalizados para um sistema biestavel com potencial assimétrico, avancando na dire-
¢ao do calculo da ressonéncia estocéstica para estes sistemas. A seguir é feita uma fundamentagao
teodrica dos temas envolvidos nesta pesquisa. Na Secao 3 discute-se o caso do potencial assimétrico
e apresentam-se os resultados de simulagoes numéricas. Por fim, sao indicadas as conclusoes e
referéncias bibliograficas.

2 Fundamentacao Teodrica

A ativagdo térmica é um fenémeno fundamental em sistemas fisicos nos quais particulas enfren-
tam uma barreira de energia potencial, representada em geral por uma funcao com dois ou mais
minimos. Essa barreira pode surgir em uma variedade de contextos, desde a difusdo de particulas
em soélidos até processos bioquimicos em sistemas biol6gicos. Para temperaturas baixas, a particula
passara mais tempo perto do minimo de potencial e raramente sera levada ao topo da barreira.
Entretanto, aumentando a temperatura, as particulas podem adquirir energia térmica suficiente
para superar a barreira de potencial e realizar a transi¢ao para o outro lado. No caso de sistemas
com ruido, a energia para superar a barreira é providenciada pelo efeito do movimento browniano.

Este fendmeno é essencialmente governado pelas leis da mecanica estatistica e da termodina-
mica. Um modelo béasico utilizado para estuda-lo é o de uma particula classica movendo-se em um
potencial com dois minimos U (x), tendo sua dindmica descrita pela equagdo (1), com ruido branco
aditivo, ou seja, para g(x) constante, com f(x) = —U’(x). Para esse sistema, a taxa de Kramers

ou taxa de escape é dada por
vV wmin|wmaa:| 7A72U

Tadd = Te L) (2)

na qual AU = U(Zpa2) — U(Tmin), € a altura da barreira de potencial, 02 ¢ a intensidade do ruido,
e Wmin = U (Tmin) € Wmaz = U (Tmae) s80 as curvaturas locais do potencial nos seus pontos
minimo (Zymin) € MAXIMo (Zpqz ), respectivamente ( ” indica a derivada em relagao a z). A notagao
rqdd € usada para enfatizar que essa expressao para a taxa de escape foi calculada assumindo uma
equagao diferencial estocastica com ruido aditivo. A expressao da taxa de Kramers é valida na
aproximacao de ruido fraco ou de barreira alta, 02 < AU.

2.1 Alguns Conceitos do Calculo Estocastico

A integragao da equagao (1) ndo pode ser feita usando as regras do calculo diferencial e integral
usual. O problema ¢ dado pelo processo estocastico representado por 7(t), que converte a variavel
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de estado num processo estocastico também. Dessa forma, o sistema precisa ser trabalhado no
contexto do Calculo Estocastico. Nesse contexto, n(t) é definido a partir da versdo integral da
equagao (1), relacionando-o informalmente com um processo de Wiener W (¢) através de n(t)dt =
dW (t). De forma geral, considerando uma partigao do intervalo a =t; < to < -+ <t} < tg41 = b,
define-se a integragao estocastica na forma

b n
/ g(x(t)) dW () = lim > g(a(m;)) (W (tj41) — W(t;)) (3)
para um dado 7; € [tj,t;+1], onde este limite denota convergéncia em média quadratica. Consi-
derando que W (t) é nao-diferenciavel em nenhum ponto, o limite indicado em (3) converge para
valores diferentes segundo seja o valor de 7;. Assim, diferentes prescri¢oes de célculo sao definidas
a depender da escolha deste valor. No caso em que 7; = t;, fica definida a integral estocastica de
1t6, ao passo que a integral de Stratonovich é definida ao assumir o ponto médio do subintervalo,
7j = (tj+1 +¢;)/2. De forma geral, pode-se considerar a interpretagao dada por

9(x(7))) = g((1 = @)a(t;) + ax(tjr)), (4)

com 0 < « < 1, conhecida como prescrigao generalizada de Stratonovich ou prescricao-a. Neste
caso, a« = 0 corresponde A prescricio de Ito e o = 1/2, a de Stratonovich. Faz-se importante
notar que qualquer valor de 7; no subintervalo considerado, resulta em uma forma especifica de
integragao, que possui regras de calculo particulares e gera uma evolugao dinamica diferente das
outras. A propriedade mais significativa neste sentido é a regra da cadeia. Para uma funcao
arbitraria da variavel estocéstica, Y[z(t)], a regra da cadeia, generalizada para uma prescri¢ao
dada por um valor qualquer 0 < o < 1, assume a forma

dY(z(t)) _9Y dx  (1-2a) &Y , ,
dt Oz dt + 2 az2 79 (). (5)

Pode-se notar que para a prescrigao de Stratonovich, a = 1/2, a expressao (5) corresponde com a
regra da cadeia do calculo diferencial usual. Uma outra propriedade importante é a possibilidade
de estabelecer uma equivaléncia entre duas equagoes diferenciais estocasticas, interpretadas em
prescricoes diferentes. Ou seja, dada uma equagao definida em uma prescrigao estocastica a = aq,
uma outra equagao, interpretada na prescricdo @ = o seria equivalente & primeira, gerando a
mesma evolugdo, se a sua fungio de drift fo(x) = fi(z) + (a1 — az)o?g(z)g’(x), onde fi(x) é a
funcao de drift da primeira destas equagoes.

2.2 Problema de Kramers para um Potencial Simétrico

Para encontrar a taxa de escape para um sistema com ruido multiplicativo, consideramos
um sistema unidimensional conservativo dado por um potencial biestavel simétrico, descrito pela
equagao

dx 1,5, . dU(x)
— =——g(z +g(z)n(t) , 6
= =58P @) 2+ g@n() (6)

com 7(t) um ruido branco gaussiano. A expressao dada para a forca de drift f(z) é uma relagdo ge-
neralizada de Einstein que garante que o sistema possa atingir o equilibrio termodindmico para tem-
pos muito longos [1]. Para fins da integragdo estocastica, a equagao (6) é interpretada na prescrigao
generalizada de Stratonovich ou prescricao-a. A distribuicao de probabilidade de equilibrio é dada
por Pog(z) =N e~ 72U onde A ¢ um fator de normalizagao e Ueq(z) = U(z)+(1—a)o? In g?(x)
é o potencial de equilibrio.
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Neste caso em que a fungao do potencial é simétrica, a particula tem a mesma probabilidade de
cair para qualquer lado da barreira. Portanto, se houver outro minimo do outro lado da barreira, a
particula pode cair rapidamente nele, permanecer 14 por um tempo e entao talvez voltar ao minimo
original, através do mesmo processo. Para uma realizagdao suficientemente longa deste processo,
obtém-se o padrao da Figura 1.
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Figura 1: Flutuagées de z(t) ao redor do minimo @i, ~ %1, para uma realizagdo particular do
ruido usando o método de Euler-Maruyama. O intervalo 0 < ¢ < 1000 foi discretizado em 2 x 10*
passos. Para t > 1, a particula fica, em média, o mesmo tempo em cada minimo do potencial.
Fonte: Elaborado pelos autores.

Para chegar na taxa de Kramers, foi usada a abordagem do formalismo da integral funcional [1],

através da probabilidade de transiao definida por P(zy,tf|z;,t;) = [ Dx det™*(g) ¢ 250!

st~ [ {5 s + [8) (5 - 0) )

Apos extensos calculos, que podem ser encontrados com detalhe na referéncia [4], obtivemos a
expressao para a taxa de Kramers para um sistema estocéstico com ruido multiplicativo:

\V4 (Z)min|<:}max| _AL;q. (7)

Tmult = 92 (-Tmax) 2’”7 e o

A expressao (7) conserva a mesma estrutura encontrada na taxa de Kramers para ruido aditivo,
dada pela equagao (2). Entretanto, o lugar que correspondia ao potencial U(z), agora é referido
ao potencial de equilibrio, Ueq(z), que depende explicitamente da prescri¢do usada na integracao
estocéstica. Dessa forma, AU.qy = Ucq(@maz) — Ueq(Tmin) é a altura da barreira do potencial
de equilibrio e Wmin = Uy (Tmin) € Omar = Uly(Tmaz) sd0 as curvaturas locais do potencial de
equilibrio nos seus pontos mnimo (%) € MAaXimo (Z,qy ), respectivamente. Como é 1ogico de se
esperar, aparece uma contribuigao do ruido multiplicativo, g?(Zmaz ), porém constante. A validade
desta expressao é igualmente restrita a uma aproximacao de ruido fraco ou barreira alta.

Usando as expressoes explicitas para o potencial U(z) = z%/4 — 22/2 e a funcdo de difusdo
g(x) = 14+ Az, com A constante, foram realizadas simulagdes numéricas usando o método de Euler-
Maruyama. Esse algoritmo implica uma discretizacao de It6 da SDE. Assim, dado que a equagao (7)
foi definida na prescrigao—c«, ela deve ser transformada a It6 mudando adequadamente a funcao de
drift f(z), resultando em dz =z (14 Az?) /2 {(1 — 2?) (1 + A\z?) + 4Xo2a} dt + (1 + Az?) dW.

com
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Na Figura 2, encontra-se o resultado de simulacdes da dinamica de Langevin, para 8 x 10%
realizacoes diferentes do ruido. As curvas em cores correspondem & média de todas as simulacoes
numéricas realizadas para as interpretagoes mais conhecidas do ruido, « = 0, « = 1/2 e a = 1.
Foram usados os valores A = 0.5 e ¢2 = 0.085. Com linhas descontinuas foi representado o valor
esperado para x(t), calculado a partir da distribui¢ao de probabilidade condicional assintotica [4].
Este valor, fortemente influenciado pela taxa de Kramers, ¢ dado por E[z(t)] = Ae *"muit onde A
é uma constante que foi calculada por ajuste. Como pode-se observar na Figura 2, os resultados
numeéricos mostraram uma excelente concordancia com o resultado tedrico.
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Figura 2: E[z(t)] calculado sobre 8 x 10% realizagdes do ruido, para trés prescrigdes diferentes,
a = 0;1/2;1. Foi usada a condicdo inicial (0) = 1 e os parametros A = 0.5 e 02 = 0.085.
As curvas continuas foram obtidas a partir de simula¢ées numéricas com o método de Euler-
Maruyama, enquanto as curvas descontinuas correspondem a um ajuste usando-se os resultados
analiticos. Fonte: Elaborado pelos autores.

3 Problema de Kramers para um Potencial Assimétrico

Como visto antes, para sistemas estocasticos, a taxa de Kramers corresponde ao tempo médio
que uma particula permanece em um pogo de potencial antes de escapar para outro pogo de
potencial por efeito do ruido. Para um potencial assimétrico, a particula ficard mais tempo naquele
pogo de potencial que corresponda ao minimo global da fungdo. Considerando agora o mesmo
problema da Segao 3, porém, para um potencial assimétrico, com seus minimos dados por 1 = a e
x9 = b, a # b, fizemos uma generalizagdo da taxa de Kramers dada pela expressao (7) e novamente
comparamos com simulagoes numéricas.

O potencial, neste caso, é dado pela expressio U(z) = z*/4 — 22/2 + px, onde p # 0 é um
pardmetro para controlar o grau de assimetria da fun¢@o, garantindo uma estrutura de dois mini-
mos. Foram realizadas simulagbes numéricas usando o método de Euler-Maruyama. Os resultados
apresentados correspondem com p = 0.08.

Na Figura 3, encontra-se o resultado de simulacdes da dindmica de Langevin, para 8 x 104
realizagoes diferentes do ruido. Novamente, as curvas em cores correspondem a média de todas as
simulagoes numéricas realizadas para as interpretagoes mais conhecidas do ruido, o« = 0, a« = 1/2
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e o = 1. Foram usados os mesmos valores dos parametros considerados na segado anterior. Agora,
usando-se a distribuicao de probabilidade condicional, é possivel mostrar que para tempos longos,
t > 1, o valor esperado de z(t), representado por lineas descontinuas, é dado por E[z(t)] =
Aetrmut + B com A e B constantes que satisfazem A + B = x(0), sendo x(0) a condigao inicial.
Novamente, como pode-se observar na Figura 3, os resultados numéricos mostraram uma excelente
concordancia com o resultado tedrico.
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Figura 3: E[z(¢)] calculado sobre 8 x 10* realizacdes do ruido, para trés prescrigoes diferentes,
a = 0;1/2; 1. Foi usada a condicdo inicial 2(0) = 1 e os parametros p = 0.08, A = 0.5 e 02 = 0.085.
As curvas continuas foram obtidas a partir de simula¢ées numéricas com o método de Euler-
Maruyama, enquanto as curvas descontinuas correspondem a um ajuste usando-se os resultados
analiticos. Fonte: Elaborado pelos autores.

Pode-se observar que E[z(t)] tende exponencialmente a um valor ndo nulo, dado pela assimetria
dos minimos do potencial. A taxa de decaimento para as diferentes prescri¢cbes estocésticas é
diferente. Isto justifica-se a partir do potencial de equilibrio, que possui uma altura da barreira
diferente para cada prescrigao.

3.1 Ressonancia estocastica

A ressonancia estocéstica é um fenémeno fascinante no qual a adi¢ao de ruido a um sistema
dindmico pode, surpreendentemente, melhorar sua capacidade de resposta a um estimulo externo.
O conceito desafia a intuigdo e tem se tornado uma érea de intensa pesquisa. A motivagdo para
estudar a ressonancia estocéastica reside em sua capacidade de melhorar a deteccao de sinais fracos
em ambientes ruidosos e na compreensao dos mecanismos subjacentes a essa melhoria. Procurando
contribuir de forma analitica no estudo destes mecanismos, planejamos usar a abordagem de SDEs
com ruido multiplicativo. O fendmeno da ativagao térmica acima descrito é pega chave para essa
compreensao.

Para considerar o fenémeno da ressonancia estocastica para um sistema com ruido multiplica-
tivo, vamos considerar o modelo discutido neste trabalho, adicionando ao potencial de poco duplo
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7
da Segao 2.2 uma modulagao harmoénica, de modo a ter
1 1
Ux) = Zm‘l — 5332 — Up wcos (wt + ¢) . (8)

Vamos assumir que esta modulacdo é pequena, no sentido que AU > Uy, de modo que néao gere
transi¢oes entre os minimos independentemente do ruido. O efeito do termo periodico é elevar um
minimo dado do potencial como fungao do tempo. Entretanto, uma vez que a modulagao é linear
em z, ela afeta a altura da barreira, mas conserva as segundas derivadas na expressao da taxa de
Kramers. Esperamos reportar em breve sobre o andamento da pesquisa nesta diregao.

4 Consideracoes Finais

Neste trabalho foram apresentados resultados teéricos e numeéricos referentes a taxa de escape
de um minimo de potencial para sistemas estocasticos com ruido multiplicativo. Estes resultados
foram obtidos para qualquer interpretagao do calculo estocastico, necesséria para definir completa-
mente uma equacao diferencial estocéstica. Diferentemente da expressao conhecida para a taxa de
Kramers, referente a sistemas com ruido aditivo, a expressao para ruido multiplicativo é baseada
no potencial de equilibrio, encontrado a partir da distribuicao de probabilidade estacionéria do
sistema estocastico.

Embora temos resultados conclusivos em relagao a taxa de Kramers para um sistema com ruido
multiplicativo e um potencial assimétrico, este ¢ um trabalho em andamento. O conhecimento
da taxa de Kramers para um potencial assimétrico, considerado na Secdo 3, vai nos permitir
dar continuidade ao estudo do fenémeno de ressonancia estocastica para um sistema com ruido
multiplicativo.
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