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Resumo. O estudo de sistemas dindmicos, como pode ser acompanhado na literatura, é bastante
teorico, mas com forte apoio computacional. Investiga a presenga de comportamentos caéticos,
analisa o comportamento de solugoes na proximidade de pontos especiais, o aparecimento de érbitas
periodicas, atratores estranhos, entre alguns aspectos de interesse. Nas simula¢Ges o mais comum é
a utilizagdo de métodos classicos para a integragdo do sistema de equagGes diferenciais que modela
o problema em questdo. Mais usados sdo os esquemas com controle de passo e ordem, a rotina
rkf45 com dois métodos Runge-Kutta de ordens 4 e 5 e a rotina dverk78 com ordens 7 e 8. Devido
& sensibilidade das solugoes sob algum conjunto de parametros, existe adverténcia na literatura em
relacdo a certos cuidados. O problema de Van der Pol com parametro p > 2 exige a utilizagao de
esquema com estabilidade especial; sistemas cadticos, em geral, sdo computacionalmente ainda mais
exigentes. Consideramos neste trabalho o sistema de equagdes diferenciais que modela o circuito de
Chua, no qual foi incluido um componente novo, o memristor; para simplificar dizemos entao sistema
do memristor. Vamos explorar mais detalhadamente o fato, ainda nao conhecido na literatura, que
este sistema mostra dificuldade numérica muito significativa, pois os diversos métodos usados em
sua resolugdo produzem solugdes espirias teoricamente ndo permitidas.

Palavras-chave. Métodos para EDO, Dificuldades Numéricas, Sistema do Memristor, Solugdes
Espurias.

1 Introducao

O interessse no comportamento dindmico de muitos problemas praticos tem estimulado sobre-
maneira o estudo e solugao de sistemas de equacoes diferenciais, incluindo os néo lineares e também
aqueles com dindmica caética. Este tema atual tem importancia tanto do ponto de vista teorico
como aplicado. O apoio computacional esta sempre presente nos estudos por meio das simulagoes
numéricas viabilizadas por esquemas de integracao do sistema de equagdes em questao [4, 7].

Entretanto, como bem explicitado em [7], sempre existiu preocupagio em respeito a duvida: se
a dindmica cadtica existe ou é o resultado de erros computacionais na modelagem numérica.

O estudo de sistemas dindmicos, como pode ser acompanhado na literatura, investiga a pre-
senca de comportamentos cadticos, analisa o comportamento de solu¢oes na proximidade de pontos
especiais, o aparecimento de érbitas periodicas, atratores estranhos, entre alguns aspectos de in-
teresse. Nas simulagoes o mais comum é a utilizacao de métodos cléassicos para a integragao do
sistema de equacoes diferenciais do problema. Mais usados sao os esquemas com controle de passo
e ordem, a rotina rkf45 com dois métodos Runge-Kutta de ordens 4 e 5 (cf.[3]) e a rotina dverk78
com ordens 7 e 8. Devido a sensibilidade das solucoes sob algum conjunto de parametros, existe
adverténcia na literatura em relacao a certos cuidados. O problema de Van der Pol com parametro
w > 2 exige a utilizagao de esquemas com estabilidade especial; sistemas cadticos, em geral, sao
computacionalmente ainda mais exigentes [1, 4].
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Consideramos neste trabalho o sistema de equagoes diferenciais que modela o circuito de Chua,
composto de trés elementos: indutor, capacitor e memristor (cf. [5]); para simplificar dizemos
entao sistema do memristor. Vamos explorar mais detalhadamente o fato, ainda nao conhecido
na literatura, que este sistema mostra dificuldade numérica muito significativa, pois os diversos
métodos usados em sua resolugao produzem solugoes espirias teoricamente nao permitidas.

2 Dificuldades Numeéricas

O estudo dos métodos numéricos para equagoes diferenciais construiu ao longo de algumas
décadas um arcabouco de conhecimento bastante solido e consistente. Os principais elementos a
serem considerados sao tamanho de passo, ordem de consisténcia, convergéncia e estabilidade. Em
geral utilizamos a precisao dupla para os calculos; problemas rigidos exigem aumento na precisao
interna [4].

Problemas com variagao rapida em uma das componentes da solugdo impoem um tamanho de
passo muito restritivo e, portanto, o uso de métodos com boas propriedades de estabilidade se
torna essencial, principalmente quando o tempo de integracao é longo (vide [1]).

Implementagoes sofisticadas dos métodos usuais sao disponibilizadas nas plataformas Matlab,
Maple e Mathematica. Em nossas investigacbes o Maple é a plataforma que se mostrou mais
pratica e que permite a especificagao da precisao interna de forma simples; por exemplo Digits:=10
estabelece o tamanho usual de digitos usados nos céalculos [4].

O Maple disponibiliza uma gama ampla de métodos, dentre os quais utilizamos:

e rkf45 - métodos acoplados com controle de ordem via passo variavel, ordem 4 nos resultados [3];
e dverk78 - métodos acoplados com controle de ordem via passo variavel, ordem 7 nos resultados;
e ck45 - esquema de Cash-Karp, detecta frentes de crescimento rapido, 4 é a ordem méaxima [2];

e classical|rk3] - método Runge-Kutta de ordem 3 (pode perder ordem se tempo é longo);

e classical[foreuler] - método de Euler com passo constante e ordem 1;

e rosenbrock - método com estabilidade especial, ordem 3.

Outras dificuldades numéricas estao presentes no caso de sistemas dindmicos que, em geral,
sdo muito sensiveis em relacdo as condigoes iniciais. As condigoes de instabilidade e estabilidade
dos pontos especiais podem levar a bifurcacoes, atratores, solugbes que crescem indefinidamente
e, muitas vezes, a presenga de superficies invariantes aumentam a dificuldade na obtencao das
solugoes e de boa representagao do retrato de fase. Essas particularidades introduzem condigoes
extremamente refinadas na parte computacional (talvez requerendo maior preciséo para os calculos
internos), levando de forma natural ao questionamento mencionado por [7] (Vide também [5]).

A dificuldade a ser apresentada na proxima secao nao foi detectada por ocasiao da formulacao
do sistema do memristor. Ela foi explicitada como consequéncia de um estudo teérico em [5].

3 Solugoes Numéricas para o Sistema do Memristor

O sistema do memristor é dado por 3 equagoes diferenciais ordinarias (cf. [5]).

i=—z(y+ ), y=—wz —a(z? — p)y, i =wy, (1)
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com «, 3, u,w € R pardmetros de controle, x, y e z variaveis de estado, que sao proporcionais aos

estados internos do memristor, corrente e voltagem do circuito, respectivmente, e o ponto denota

derivada com respeito ao tempo t. Os parametros «a, 3, 4 e w serdo considerados todos positivos.
Os estudos em [5] mostraram:

1. O sistema (1) é simétrico em relagdo ao plano z = 0, para todos os parametros a, 3, u, w € R.
2. O plano z = 0 é invariante com fluxo linear e a origem é o dnico ponto de equilibrio.
3. Para a, f3, u, w > 0 a origem é no instavel se 0 < w < |ap|/2 e um foco instavel se w > |ap|/2.

A Figura 1 mostra a origem como um foco instavel e sua variedade unidimensional global estavel
é dada pelo eixo x e a bidimensional global instével é o plano z = 0, onde o fluxo ¢é linear.

¥
|

Figura 1: Comportamento local na origem quando ela é um equilibrio tipo sela-foco. Fonte: [5]

No caso em que o sistema (1) tem uma sela-foco na origem, como mostrado na Figura 1, as
simulac¢oes numéricas devem sugerir que pode estar presente um comportamento dindmico bastante
complexo, exibindo um atrator estranho nas proximidades da origem (cf. [5]).

Assim, nossas simulagdes consideram os seguintes parametros: « = 0.1, § = 5, w = 0.5 e
p = 0.7, que tornam a origem um equilibrio tipo sela-foco, formando um atrator cadtico. E preciso
observar que, sendo o plano z = 0 invariante, uma solucao iniciada em = > 0 deve permanecer em
x > 0, ou seja, ela nao pode cruzar o plano invariante.

Para o estudo numérico do sistema do memristor, vamos utilizar a plotagem do resultado
obtido em cada método citado anteriormente. O usual é esperar que métodos com ordem mais alta
e controle de passo e ordem fornecam melhores resultados.

A abordagem numérica seguira as seguintes etapas:

1. Escolha do passo - stepsize:=0.01

2. Diminuigao do passo para verificagdo da convergéncia, stepsize:=0.001
3. Aumentar a precisdo dos calculos internos, Digits: =20

4. Analise dos resultados, as causas de um método funcionar ou néo.

Assim, tomamos stepsize:=0.01, intervalo de tempo, range:=0..300 e condi¢ao inicial [2(0) =
1,y9(0) =1,2(0) = 1] e [2(0) = —1,y(0) = 1,2(0) = 1].

O comando Maple para célculo e plotagem se mantém o mesmo, sendo repetido apenas com a
escolha diferente do método, method:=rkf45 ou method:=deverk78, e assim por diante.
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> with(DEtools): with(plots):

> alpha := 0.1; beta := 5; omega := 0.5; mu := 0.7;

> DEplot3d(diff(x(t), t) = -x(t)*(y(t) + beta), diff(y(t), t) = -omega*z(t) - alpha*(x(t)?
mu) * y(t)7 dsz(z(t), t) = omega * y(t)a [I(t)a y(t)7 Z(t)]at = 0..300, [[I(O) = 1,y(0) =1, Z(O)
1], [z(0) = —=1,y(0) = 1,2(0) = 1],mazfun = 999999999, stepsize = 0.01,linecolor =
[blue, red], thickness = 1, azxesfont = [13,13,13], label font = [13,13,13], method = rk f45);
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Figura 2: Resultado dos métodos, com stepsize=0.01.

As Figuras 2 e 3 mostram os resultados com Digits:=10 e passo 0.01 e 0.001, respectivamente;
praticamente nao houve variagao nos resultados, como ja esperado. Nota-se claramente o cruza-
mento do plano invariante contrariando a analise teoérica; apenas o método ck45 forneceu solugao
que nao cruza o plano e possui valores mais adequados. Os métodos de passo fixo e baixa ordem
nao forneceram valores e comportamento da solugao teorica razoaveis.

A Figura 4 mostra os resultados com o stepsize:=0.001 e Digits:=20. O tempo de execugao
mais que dobrou, mas os resultados nao melhoraram como seria o esperado. Isto pode indicar
que estruturalmente cada método vai sempre responder da mesma forma para este problema.
Certamente é inerente ao problema uma dificuldade que vai além das conhecidas. Conjecturamos
que exista uma estrutura muito fina na formacao do atrator cadtico perto da origem quando ela é
um equilibrio sela-foco.
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Figura 3: Resultado dos métodos, com stepsize=0.001.

A Figura 5 disponibiliza alguns testes extras que verificam a eficicia do método Cash-Karp
para outros intervalos de tempo e também diferentes condigoes iniciais. Observa-se que o metodo
respondeu muito bem sem crescimentos inadequados e sem cruzamento do plano invariante.

A anélise dos resultados pode ser feita comparando e discutindo os 3 conjuntos de plotagens.
Fica claro que a precisdo interna pode influenciar, sem entretanto, transformar um método inade-
quado em adequado, indicando que mais testes s@o necessarios para afirmagoes mais conclusivas.
Uma analise quantitativa refinada esta sendo elaborada para apresentacao futura.

A diminuicao do passo mostrou que o comportamento dos métodos nao foi alterado. Isto
também implica que os calculos indicam consistentemente a incapacidade dos métodos resolverem
corretamente o problema, sendo que a principal evidéncia se d4 quando a solucao cruza o plano
invariante z = 0. A consequéncia é visivel, mas a causa numérica ainda nao é clara, pois os métodos
com estabilidade especial também falharam.

O tnico método que se comportou acertadamente foi o Cash-Karp, ck45, pelo qual a solugao
nao cruzou o plano e a diminui¢ao do passo manteve a mesma resposta indicando convergéncia.
Os testes extras também confirmaram sua boa performance.

O problema em questao, o sistema do memristor, possui uma especificidade teérica comprovada,
plano z = 0 invariante, que permitiu descartar praticamente todos os métodos usuais, restando
apenas o ck45. Nao fica claro, entretanto, se o ck45 funciona pela sua construcao, que responde
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Figura 5: Solugbes com o método Cash-Karp (a) condigoes iniciais (10,5, 8) e (11,2, 10) com tempo
t € [15600,15800], (b) condigdes iniciais (1,1,1) e (—1,1,1) com ¢t € [1300 — 1700] e (c) é o (b)
rotacinado.
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a presenga de frentes com rapida variagao, ou se é por uma implementacao sofisticada, seja em
relagao & propria detecgao da frente ou seja pelo controle adequado da ordem.

Nossa breve analise mostra que o problema tem um tipo de exigéncia numérica nao usual e que,
talvez, necessite um aumento mais significativo da precisao dos célculos internos, devido a presencga
de estruturas muito finas na formacao do atrator caotico pelo equilibrio sela-foco na origem. A
utilizagao recente de redes neurais informadas pela fisica para solugao de equagoes diferenciais [6]
representa um possivel caminho para futuras pesquisas.

4 Consideracoes Finais

As dificuldades numéricas apresentadas pelo sistema do memristor possibilitaram uma visdo
mais abrangente das exigéncias que os métodos numéricos devem obedecer. A discussdo de um
problema com propriedades analiticas claramete especificadas permitiu concluir que é preciso bas-
tante cuidado na solugao de sistemas dindmicos nao triviais, especialmente aquelas geradas por
sistemas caodticos.

O rapido panorama sobre as dificuldades envolvidas na analise de sistemas dinAmicos indicam
que é preciso levar em conta as propriedades teoricamente estabelecidas, e de métodos adequados.
As propriedades teoricas propiciam o conhecimento intuitivo sobre as solucoes local e globalmente,
possivel formacao de 6rbitas instaveis ou estaveis, atratores e comportamento cadtico. E preciso
considerar métodos de integracao mais aderentes as exigéncias do problema, seja via controle
de ordem, estabilidade, tempo longo de integragao, tamanho do passo e boa resposta as rapidas e
bruscas variagdes nas solugoes. A utilizacio de tamanho suficiente da precisdo nos calculos internos
mostrou relevancia.

Esse € um tema atual e recorrente, portanto, a apresentacao deste sistema de dificil solucao e
caracteristicas tedricas bem estabelecidas pode servir como um alerta importante para a abordagem
computacional, estimulando um aumento de pesquisas neste contexto.
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