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Resumo. A modelagem matematica é uma ferramenta fundamental na epidemiologia para a ana-
lise e prevengao da propagacao de doengas infecciosas. Nesse &mbito, a modelagem estocastica tem
ganhado destaque, pois ao considerar incerteza nos parametros ou nas transigoes entre possiveis
estados epidemiolégicos obtém-se uma modelagem mais realista. O modelo compartimental SIQR
é uma variante do conhecido modelo SIR, que introduz um novo compartimento para considerar a
possibilidade de quarentena de individuos infecciosos. Neste trabalho, uma versao estocéastica do
modelo SIQR é formulada através de Cadeias de Markov de Tempo Continuo. Uma propriedade
muito importante na modelagem epidemiolégica refere-se ao tamanho final da epidemia, que re-
presenta o niimero total de individuos que contrairam a doenga ao longo do tempo de duragao da
epidemia. Esta propriedade pode ser obtida através de diversas abordagens. Em modelos baseados
em Cadeias de Markov, pode-se determinar a sua distribuicdo de probabilidade e, neste trabalho,
apresentamos uma forma para calcular esta distribuigdo para um modelo SIQR CTMC.

Palavras-chave. Modelos Estocésticos, Modelagem Epidemiologica, Modelo SIQR, Cadeias de
Markov de Tempo Continuo

1 Introducao

A modelagem matematica na epidemiologia de doencas infecciosas tem entre seus objetivos
melhorar as estratégias de detecgao, prevencao e controle destas doengas, com o intuito de auxiliar
governos e profissionais de satude na tomada de decisoes precisas. A modelagem epidemiologica tem
o potencial de fornecer previsdes abrangentes e estimar a incerteza associada a essas previsoes [9].
Para conseguir estes objetivos, modelos sao definidos, como uma representacao simplificada da
realidade, de modo que possam ser estudadas propriedades fundamentais da evolugao e transmissao
das doengas, como pode ser a duragao de uma epidemia e o seu tamanho final. Esta tltima é uma
propriedade muito importante a ser estabelecida e refere-se ao ntmero total de individuos que
contrairam a doenca ao longo do tempo de duragdo da epidemia. Além da criagdo de modelos,
realizar simulacGes computacionais cumpre um papel significativo na definicao e teste de hipoteses,
assim como para determinar a sensibilidade a mudancas nos valores dos parametros considerados.

Os modelos para analisar a propagac¢ao de doengas podem ser deterministicos ou estocasticos.
A diferenca basica entre estas abordagens é dada pela forma de acesso & informagao sobre o sistema
que se modela. Enquanto na abordagem deterministica, uma vez definidas as condigOes iniciais
fica univocamente determinada a evolugao do sistema, numa abordagem estocéastica tem-se acesso
a diversas evolugoes possiveis, precisando-se de uma analise estatistica dessa informagao para se
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chegar a conclusoes vélidas. Assim, através da modelagem estocéstica podem ser consideradas
situacoes de incerteza nos pardmetros ou nas transi¢oes entre os estados do sistema e pode ser
associada uma distribuigao de probabilidade aos resultados possiveis para a evolucao da doenga [1].
Em alguns casos, isto permite obter uma representacao mais realista na modelagem, ao considerar
fendbmenos nao totalmente compreendidos ou influenciados por fatores aleatorios.

A utilizagdo de modelos compartimentais é uma abordagem muito comum na area de epide-
miologia. Nestes modelos, a populacao é dividida em compartimentos que representam diferentes
estagios da doenca ou estratégias que podem afetar a sua propagacdo. Nesse contexto, em ocasiao
da incidéncia da COVID-19 foi muito divulgado o modelo SIR, no qual divide-se a populagao em
trés compartimentos: suscetiveis (S), infecciosos (I) e recuperados (R). Para citar exemplos de
compartimentos referentes a estratégias de controle, podem se considerar compartimentos como
hospitalizados (H) e quarentenados (Q). Considerando a possibilidade de quarentena de individuos
infecciosos através deste dltimo compartimento, foi obtido o modelo compartimental SIQR, como
uma variagdo do modelo SIR.

O modelo compartimental SIQR tem sido amplamente utilizado na modelagem epidemiolo-
gica [5, 7, 11]. Neste trabalho, sera apresentada uma versao estocéstica deste modelo, através do
uso de Cadeias de Markov de Tempo Continuo (CTMC) [2]. Modelos epidemiologicos estocésticos
baseados em Cadeias de Markov sao particularmente importantes no estudo dos estégios iniciais
de contagio de uma doenca, ao permitir analisar a evolucao individuo a individuo, fornecendo uma
compreensdo quantitativa de varios fenomenos [6]. Usando esta abordagem, é possivel encontrar
a distribuigdo do tamanho final, detalhando a probabilidade de cada um dos resultados possiveis
de uma epidemia. A estimagao do tamanho final é um assunto de pesquisa atual e de amplo in-
teresse, abordado através de diferentes técnicas [3, 4]. Neste trabalho, consideramos o célculo da
distribuigdo para o tamanho final da epidemia para o modelo SIQR CTMC.

O trabalho é organizado da seguinte forma. Na proxima se¢do, apresenta-se brevemente o
modelo SIQR na sua versao deterministica, no intuito de introduzir os conceitos basicos do modelo.
A seguir, definem-se o modelo SIQR CTMC e a estratégia para o calculo do tamanho final da
epidemia utilizando este modelo. Por fim, sao apresentadas as consideragoes finais e as principais
referéncias bibliograficas utilizadas.

2 Modelo SIQR

Como foi introduzido antes, no modelo compartimental SIQR, considera-se um compartimento
@, denominado quarentenado, que é composto pelos individuos infectados que sao isolados volun-
taria ou coercivamente. Supoe-se que os individuos do compartimento quarentenado nao tenham
contato com outros, de forma a evitar a transmissdo da doenga para individuos suscetiveis [8]. Na
Figura 1, ilustram-se os compartimentos deste modelo e as interagoes possiveis entre eles.
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Figura 1: Diagrama do modelo SIQR.

Neste modelo, a populagao é considerada constante, desconsiderando nascimentos ou mortes, e
descreve-se uma doenga que produz imunidade permanente, pois individuos recuperados nao voltam
a ser suscetiveis. O tamanho da populagdo ¢ denotado por N, com N = S(t) + I(t) + Q(t) + R(¢).
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O modelo SIQR, em sua versao deterministica [5], é descrito pelo sistema de equagoes diferenciais
a seguir,

ds I6;
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No instante inicial ¢ = 0, considera-se que nao hé individuos nos compartimentos () e R, ou
seja, Q(0) = R(0) = 0, pois ainda néo foram isolados os individuos infecciosos e nao ha individuos
recuperados. Além disso, S(0) = N — I(0). No sistema de equagdes (1), 5 ¢ a taxa de contato ou
taxa de infecgao, a é a taxa de recuperacao de individuos assintomaticos ou que néo se isolaram, 7
é a taxa de detecgao de novos casos, ou seja, dos que testaram positivo para a doenca e se isolaram
e, por fim, v é a taxa de saida de um individuo em quarentena para a classe de recuperados.

3 Modelo Estocastico

No modelo SIQR CTMC os compartimentos S, I, Q e R sdo considerados como varidveis
aleatorias em cada instante de tempo. As probabilidades de transicao sao definidas em termos
das taxas do modelo deterministico, considerando a mudanga que ocorre nos compartimentos S,
I e @ durante um intervalo de tempo pequeno At na forma AS = S(t + At) — S(t), A =
I(t+At)—I(t) e AQ = Q(t+At)—Q(t). Assim, as probabilidades descritas na Tabela 1 representam
a variacdo nestes compartimentos no intervalo At. Cada tripla (AS,Al, AQ) representa uma
transicao entre os possiveis estados do sistema. O compartimento R nao é necessario para avaliar
essas transigoes, uma vez que nao ha uma variacao decrescente neste compartimento. Através de
(AS,AI,AQ) = (—1,1,0) representa-se a condi¢do de um individuo suscetivel ter sido infectado,
(AS,AI,AQ) = (0,—1,0) ocorre quando um individuo infectado se recuperou. No caso em que
(AS,AI,AQ) = (0,—1,1) caracteriza-se um individuo infectado que foi isolado e (AS, AI, AQ) =
(0,0, —1) representa a saida de um individuo do isolamento. Por fim, (AS,AI,AQ) = (0,0,0)
representa que nao houve alteracao nos compartimentos, ou seja, nenhum individuo foi infectado,
isolado ou recuperado.

Tabela 1: Representacao das probabilidades de transigao utilizadas no modelo SIQR.

(AS, AL AQ) Probabilidade

(-1, 1, 0) %S(t)[(t)At+0[At]

( 0,-1, 0) al (t)At + o [At]

(0,—-1, 1) nl(t)At + o [At]

(0, 0,-1) YQ(t)At + o [At]

(0, 0,0 |1— %S(t)l(t}+al(t)+nl(t)+7Q(t) At

E importante destacar que a evolugao do sistema, para cada instante de tempo, é dada pela
transicao de apenas um individuo entre dois compartimentos. Cada transi¢ao no sistema tem uma
probabilidade associada e, portanto, nao ha transi¢coes simultaneas entre dois ou mais pares de
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compartimentos. Por exemplo, se houver uma diminui¢ao de um individuo no compartimento de
suscetiveis, isso resultara no aumento correspondente no grupo de infecciosos (ou seja, um individuo
suscetivel que se tornou infeccioso), o que se encontra representado na primeira linha da Tabela 1.
Ao mesmo tempo, nao sera possivel ter uma diminui¢ao no numero de infecciosos, representado
pela segunda linha da tabela, nem uma variagdo (positiva ou negativa) no nimero de individuos
em qualquer outro compartimento (linhas 3 ou 4 da tabela), uma vez que ja houve uma transi¢ao
nesse intervalo de tempo. Essa transicao é estritamente definida por um individuo que sai de S e
entra em I. Qualquer outra transicido possivel devera acontecer em outro instante de tempo.

Neste modelo, os estados do sistema sao considerados na ordem (S(t), I(t),Q(t)) = (s,4,q),
indicando o namero de individuos nos compartimentos S, I e ) para cada estado, em um deter-
minado instante de tempo ¢, de modo que 0 < s+ 14+ g < N. Define-se a distribuigao inicial
do sistema, para t = 0, como (S(0),1(0),Q(0)) = (so0,%0,q0), onde sg +ip = N e go = 0, pois
considera-se que no instante inicial nao hé individuos quarentenados. Como descrito no modelo
deterministico, considera-se também vazio o compartimento de individuos recuperados no instante
inicial, R(0) = 0 e se cumpre que so > 0 e ig > 0.

Nos N + 1 estados dados pela tripla (s,0,0), onde s = 0,1,2,..., N, ndo ocorrem transi¢oes
para qualquer outro estado do sistema, pois nao ha individuos infectados nem quarentenados e,
portanto, esses estados sao fechados. Esses estados sao denominados absorventes pois nao ha mais
transigoes possiveis a serem realizadas quando um deles é alcangado. No modelo SIQR CTMC
trabalhamos com as probabilidades conjuntas dos compartimentos S, I e (). Dessa forma, o
ntmero total de estados possiveis associados ao modelo SIQR CTMC corresponde ao nimero de
solugbes inteiras e ndo negativas da inequagdo 0 < S+ I + @ < N. Assim, neste modelo, temos
um total de (N + 1)(N + 2)(N + 3)/6 estados possiveis [10].

3.1 Tamanho final da Epidemia

A gravidade de uma epidemia pode ser avaliada pelo namero total de casos que ocorreram,
conhecido como tamanho final da epidemia. O tamanho final de uma epidemia pode ser definido,
entao, como o numero total de pessoas que contraem a infecgao ao longo do surto da doenga. Essa
quantidade é tipicamente chamada pelos epidemiologistas de taxa de ataque e é expressa como
uma porcentagem da populacido em questdo. Ao considerarmos t — oo, o tamanho final de uma
epidemia ¢ calculado, nos modelos deterministicos, por meio do R(oc0) sendo R(c0) = N — S(00),
pois representa todos os individuos que foram infectados e se recuperaram. No modelo estocéstico,
determina-se esta propriedade através da mesma relagao dos modelos deterministicos. Porém, em
modelos CTMC pode-se obter uma distribui¢ao de probabilidade para esse tamanho final e assim,
analisar caracteristicas especificas do sistema. Para calcular essa distribuicao de probabilidade
para o tamanho final da epidemia no modelo SIQR CTMC, é necesséario determinar a matriz de
transi¢do da Cadeia de Markov Incorporada (EMC?) do sistema, que serd denotada por Py. Esta
distribuigao ficara definida a partir de uma dada poténcia de Py, como mostraremos a seguir.

A matriz de transicao Py depende de como os estados do sistema sao ordenados. Como visto
na segao anterior, no modelo SIQR CTMC trabalhamos com as probabilidades conjuntas dos
compartimentos S, I e @ e, portanto, existem (N + 1)(N + 2)(N + 3)/6 estados possiveis. Uma
ordenacao qualquer desse total de estados pode tornar desafiadora a obtengao dessas matrizes ou
resultar em uma estrutura de matriz que prejudica a eficiéncia dos célculos subsequentes. Encontrar
uma ordenagao apropriada é, de fato, um aspecto crucial nesses modelos [1].

Considerando uma dada ordenacao das triplas de estados do modelo, denotando por p(s ; 4) &
probabilidade do estado formado por s individuos suscetiveis, 7 individuos infecciosos e ¢ individuos

3Embedded Markov Chain.
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quarentenados, representamos o conjunto das probabilidades de estado através do vetor

)" (2)

P(t) = (P(N,0,0)s P(N=1,0,0)> - - - » P(0,0,N)

onde T' denota a transposta.
Para organizarmos esses estados na matriz de transicao, cada um deles também sera denotado
por um nimero inteiro, na seguinte forma:

(N,0,0) — 1
(N—1,0,0) — 2
: : (3)
(N +1)(N + 2)(N + 3)

(0,0, N) — Np= ;

A matriz de transicdo Py é uma matriz quadrada de dimensdo N, construida usando-se as
probabilidades de transi¢do de um estado [ para outro estado k, pg;. Os primeiros N + 1 estados
sao classificados como estados absorventes, pois a partir deles nao ha transigao possivel para outros
estados, dado que néo h4 individuos infectados nem quarentenados, ou seja, (s,4,q) = (s,0,0). Isso
significa que a matriz de transicdo Py = (pg;) da EMC satisfaz p;; = 1, paral=1,2,..., N + 1.

Considerando (S(t), I(t),Q(t)) = (s,4,q), podem-se determinar os elementos da matriz Py a
partir das probabilidades de transi¢ao dos estados possiveis, sabendo que no modelo é analisada a
variagdo de somente um individuo a cada instante de tempo. A transigdo do estado (s,4,q) para
o estado (s — 1,4+ 1, q) representa a infecgdo de um individuo suscetivel, ao passo que a transi¢ao
do estado (s, 4, q) para o estado (s,i— 1, q) significa a recuperagao de um individuo infectado. Ja a
transicao do estado (s, 4, q) para o estado (s,7 — 1,q+ 1) representa o isolamento de um individuo
infectado e a transigao do estado (s, i, q) para o estado (s,i,q — 1) representa a recuperacdo de um
individuo que estava em quarentena.

A matriz de transicao Py da EMC é muito tutil no calculo do tamanho final da epidemia.
Em geral, no modelo SIQR CTMC, para qualquer populagao de tamanho N e comegando com um
individuo infectado, p(n_1,1,0)(0) = 1 (probabilidade de estado, dada pela expressao (2)), o niimero
méximo de transi¢oes até ocorrer a absorcao, ou seja, quando nao ha mais individuos infectados, é
3N — 1. Este resultado decorre do presente trabalho e a sua demonstracao esté sendo construida
através de uma abordagem de teoria de grafos, da qual apresentamos a ideia geral a seguir. O
modelo SIQR CTMC pode ser considerado como um grafo orientado sem ciclos, chamado de digrafo
aciclico. Cada estado do sistema representa um vértice do grafo e as transigdes possiveis entre os
estados sao dadas pelas arestas. Nesse contexto, é possivel definir as trajetorias, em termos das
transicoes possiveis entre os estados inicial e final, que determinam o tamanho do caminho maximo.
Dessa forma, encontra-se o valor do caminho méximo até qualquer estado absorvente como estado
final. Dado que ainda estamos trabalhando na formalizagao desta demonstracao, neste trabalho
apresentamos este resultado como uma conjectura.

Conjectura 3.1. Para qualquer populagcao de tamanho N, comegando com um individuo infeccioso
na populagdo, ou seja, p(ny—-1,1,0)(0) = 1, no modelo SIQR CTMC, o niimero mdzximo de transigoes
até a absorgio é 3N — 1.

Considerando que a Conjectura 3.1 seja verdadeira, fica estabelecido o nimero maximo de
passos até alcancar um estado absorvente. Como foi definido acima, os estados absorventes sao
aqueles onde nao héa infectados nem quarentenados, ou seja, (s,0,0). Eles representam a situacao
na qual a epidemia acabou, de modo que a partir desse momento, nao ha outros estados possiveis.
Assim sendo, como consequéncia da normalizacdo da distribuicdo de probabilidade, a soma das
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probabilidades dos estados absorventes é 1. Além disso, dado que, inicialmente, I(0) = 1, o
somatorio s6 pode ser considerado até N — 1. Isto fica representado através da seguinte expressao:

N-1
Jlim Z:; Ps,00)(t) = 1. (4)

A Equagao (4) estabelece que os estados absorventes constituem uma distribui¢do de probabi-
lidade para um tempo suficientemente grande, ¢t — 0o, no qual a epidemia tenha acabado. Estas
probabilidades podem ser calculadas através da poténcia 3N — 1 da matriz de transi¢do Py [1, 2].

A distribuicdo de probabilidade associada ao tamanho final da epidemia {p{ b,i=1,...,N,
pode ser encontrada a partir do calculo das probabilidades de absorcao [1]. Estas probabilidades
de tamanho final satisfazem

S A _f
tliglop(s,o,o)(t) =DN_g (5)
para s =0,1,2,..., N — 1. Havendo s individuos suscetiveis uma vez que nao ha mais individuos

infecciosos, o tamanho final da epidemia é N —s. Dessa forma, comegando com apenas um individuo
infeccioso e dado que no instante ¢t = 3N — 1 foram alcangados todos os estados absorventes, obtém-
se

lim p(t) = p(3N — 1) = (Px)** " 'p(0), (6)

onde p(t) é o vetor de probabilidade, dado pela expressao (2). O vetor p(0) tem a particularidade
de ter todas as suas componentes nulas, excetuando a componente N + 2, que representa a posi¢ao
do estado inicial (s — 1,1,0). A expressao (6) fornece o resultado que estava-se procurando, que
é o vetor final associado & distribuicao de probabilidade para o tamanho final de uma epidemia.
Pode-se notar que este vetor corresponde & coluna N +2 da poténcia 3N — 1 da matriz de transi¢cao
do sistema.

A distribuicao de probabilidade do tamanho final permite avaliar riscos associados & possivel
evolucao temporal de uma epidemia como, por exemplo, a identificagdo de cenérios de alto risco
epidémico e a avaliacao da probabilidade de ocorréncia de surtos em grande escala. Ao conhecer
esta distribuicao de probabilidade, podem ser desenvolvidos planos de contingéncia mais robustos,
definindo uma alocacao eficiente de recursos e o estabelecimento de estratégias para antecipagao
de potenciais cenarios de transmissao da doenca [3].

4 Consideracoes Finais

Os modelos estocasticos epidemiolégicos propostos através de Cadeias de Markov de Tempo
Continuo permitem inserir uma certa aleatoriedade nas transigoes entre os estados epidemiolégicos
e encontrar a distribuicao de probabilidade associada aos resultados possiveis para a dinmica
evolutiva de uma doenga. Dessa forma, podem ser explorados diversos cenarios de propagacao,
permitindo avaliar a possivel evolugao de uma epidemia.

No presente trabalho, apresentamos uma versao estocastica do modelo compartimental SIQR
através do uso de Cadeia de Markov de Tempo Continuo (CTMC). Como uma primeira aproxi-
magao ao tema utilizando este modelo, na abordagem proposta nao foram consideradas outras
estratégias ou medidas de controle da propagacao da doenca além da quarentena de individuos
infecciosos. Para este modelo foi estudada uma propriedade fundamental na area epidemiologica,
referente ao tamanho final de uma epidemia. No trabalho foram introduzidos alguns conceitos e
ferramentas bésicas que permitiram chegar nos resultados procurados e, por fim, apresentamos
uma expressao para o vetor de tamanho final de uma epidemia para o modelo SIQR CTMC.
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Como trabalho futuro, estd sendo desenvolvida a implementagao deste método visando a ampliar
a aplicagao dos resultados obtidos através da simulagao computacional.
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