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Resumo. Diversos problemas em ciéncia e tecnologia sdo modelados por equagbes diferenciais
parciais - EDP, entao resolver esses problemas é solucionar essas equagoes. Infelizmente para um
grande nimero de EDP néo se sabe a solugdo analitica ou tal solugao é extremamente dificil de se
encontrar, por isso, hd uma vasta procura por solugdes numéricas. O método numérico estudado
aqui é o método de Kansa que tem como pilar as fungoes de base radial (RBF), uma aliada quando
se trata de métodos livres de malha. As principais vantagens do método de Kansa séo a facilidade
de implementacao e ser aplicavel a problemas multidimensionais.
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1 Introducao

Muitos problemas em ciéncia e tecnologia sao modelados por equagoes que estabelecem uma
relacao entre fungoes desconhecidas u e as derivadas destas fungoes. Equagoes deste tipo sao
chamadas Equagoes Diferenciais. Estamos interessados nas fungoes com mais de uma variavel
u(xy, @, -+ ,2y), neste caso a equagdo diferencial é chamada de Equagdo Diferencial Parcial
(EDP), ja que podem aparecer as diferentes derivadas parciais desta fun¢do. Equagoes Diferenciais
Parciais podem ser classificadas como: Elipticas, Parabolicas e Hiperbolicas. As equagoes elipticas
descrevem os fendémenos de difusao estacionérios, equagoes parabolicas descrevem os fendémenos de
difusao de evolugao e as equagoes hiperbolicas descrevem os fenémenos de transporte.

Estas EDP descrevem diferentes tipos de fendmenos que requerem diferentes técnicas para sua
solucao, tanto analitica quanto numérica. Neste trabalho tem-se o interesse em resolugao numérica
de Equagoes Diferenciais Parciais. Este tema é extremamente importante, pois possibilita resolver o
problema mesmo que de maneira aproximada. Tais solucoes sao suficientemente boas aproximagoes
para a solucao do problema, ou seja, uma boa solugao fisica dos problemas reais.

A resolugdo numérica de equagoes diferenciais pode depender de modo bastante intenso das
condigoes de contorno. Considera-se as trés condigoes de contorno usuais para equacoes diferenciais,
a saber:

Condigao de Dirichlet: um valor especifico da variavel dependente é fornecido no contorno;

Condigdo Neumann: um valor especifico para a derivada da variavel dependente (ou gradi-
ente) é fornecido no contorno;

Condi¢do de Cauchy ou Robin: uma combinagao linear dos dois primeiros tipos é fornecida
no contorno.
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Aqui tem-se interesse na solu¢do numérica de uma PDE genérica nao linear da forma
Lu=f

sobre algum dominio 2 C R. Mais precisamente, usa-se o método de colocac¢do ndo simétrico com
funcao de base radial - RBF, a saber, a funcao Gaussiana. Uma apresentacao geral das RBFs pode
ser encontrada em [7]. O método de colocac@o néo simétrico para resolver de PDEs foi desenvolvido
por Kansa [5]. Abaixo um pequeno resumo do método.

Considere o problema de valor de contorno

Lu = f em Q C R? (1)
Bu = g, sobre 0f) (2)

onde L representa um operador diferencial e B é o operador que representa as condigoes de con-
torno. Outras condigbes de contorno também podem ser adicionadas; por exemplo, é possivel usar
as condigoes Neumann em uma parte do contorno e as condigoes de Dirichlet na parte restante. A
ideia é encontrar uma solugao aproximada u no espaco de fungoes S = span{¢(|| - —z;||); z; € X'},
sendo ¢ uma RBF de suporte global e X um conjunto de n nés ou pontos de colocagao em (2, isto
¢, u é dado pela expansao

i=>a;p(|z — ). (3)
j=1

Os coeficientes a; sdo encontrados resolvendo o sistema de equagoes lineares Ao = b,

o[8[z (1]

Se n; denota o nimero de pontos de colocacao no interior de {2 e ng o numero desses pontos sobre
o bordo, entdo L® é uma matriz n; X n com entradas

L®;; = Lo(|lx — x;]) |o=a:
B® é uma matriz ng X n com entradas
B®; = Bo(|lz — ) |a=a.

ay e ap sdo os coeficientes (em (3)) correspondendo aos pontos de colocagio do interior e do bordo
respectivamente. Os pedagos f e g de b s@o obtidos analogamente pelo célculo de f e g nos pontos
de colocagao.

2 As Funcoes Bases Radiais

O método de aproximagoes usando Bases de Fungbes Radiais, conhecido na literatura pela
sigla. RBF (por Radial Basis Functions), é utilizado para aproximar fung¢bes multivariaveis, a
partir de dados dispersos. Sua implementacao é facilitada por ser um método livre de malhas,
pois a propriedade geométrica utilizada na definicao das bases é apenas a distancia entre pontos.
Sendo assim, resulta ser uma metodologia bastante atraente, principalmente para aplicagoes em
dimensoes mais elevadas.

Bases radias sdo da forma ¢(r) = ¢(||z — z,||), z € R%, em que ¢(r) é uma fungdo de varidvel
real 7 > 0, || - || denota a norma Euclidiana e z; € R? sio pontos dados, chamados centros. Um
estudo detalhado pode se encontrado em [7]. Alguns exemplos importantes para a funcao béasica
#(r) sdo: > Splines Poliharmonicas: ¢(r) = r?*~4log(r) para d par ou ¢(r) = r2*~9para d impar
> Multiquadricas de Hard: ¢(r) = (2 + r2)?,
> Multiquadricas inversas: ¢(r) = (¢2 +12)"z,
> Gaussianas: ¢(r) = e’
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3 O método de Kansa

Entre os vérios tipos de métodos de colocagao utilizando RBF, o método de Kansa [5], proposto
no inicio de 1990 é o mais conhecido. Um dos principais atrativos deste método é a sua simplicidade,
j& que nele nao é necessario nem uma fronteira (limite) nem uma discretizacdo de dominio. Esse
recurso é especialmente ttil para resolver problemas de alta dimensao em geometrias complexas.
O método de Kansa é especialmente atraente para resolver equagoes diferenciais ndo homogéneas.

3.1 Desvantagem do método

A determinagdo do pardmetro de forma ideal de varias RBFs ainda é o maior desafio. Uma
técnica que pode ser utilizada ¢ a chamada validagdo cruzada leave-one-out (LOOCYV) proposta
em (8] para encontrar um parametro de forma sub-6tima.

Outro problema potencial dos métodos de colocacao RBF é o mal condicionamento da matriz
resultante. Por um lado, quando o ntimero de pontos de interpolagao é aumentado, a precisao
melhora, enquanto, por outro lado, o nimero de condicionamento se torna maior.

Eventualmente, quando o ntimero de pontos de interpolagao se torna muito grande, o nimero
da condigao torna-se enorme e a solugao é interrompida. Ao usar RBFs com suporte global, como
na multiquadrica (MQ) [7], a matriz resultante do método de Kansa é densa e mal condicionada.
Nao s6 tem-se um problema estabilidade, mas também o custo computacional se torna muito alto.

O método Kansa, portanto, ndo é adequado para a solu¢ao de problemas de larga escala que
requerem o uso de um grande ntimero de pontos de interpolacao. Nos dltimos anos, o método de
Kansa localizado foi desenvolvido para lidar com problemas de larga escala. Pegando um pequeno
nimero de pontos vizinhos para amostrar a solugao, a matriz resultante é esparsa, permitindo o
uso de um grande ntimero de pontos de colocagao. No entanto, a precisao do método localizado
de Kansa ¢é bastante baixa, pois a influéncia do dominio local contém apenas um pequeno nimero
de pontos de interpolagao.

3.2 Contornando o problema

Uma solugao para o problema pode ser usar o método de Kansa e uma técnica de decomposicao
matricial para resolver problemas usando um grande ntimero de pontos de interpolacao.

Para qualquer escolha de RBF, tais discretizagoes apropriadas levam a sistemas lineares em
que as matrizes de coeficientes possuem blocos de estruturas circulantes e que sao resolvidas efici-
entemente por algoritmos de decomposi¢ao (MDASs) [6]. Um MDA é um método direto que reduz
a solucao de um problema algébrico para a solugao de um conjunto de sistemas independentes de
menor dimensao [1].

Esta técnica de decomposicao nao s6 nos permite lidar com matrizes de grande escala, mas
também torna possivel implementar a técnica do LOOCV para encontrar um bom parametro de
forma das RBFs utilizados. Deve-se notar que a técnica LOOCYV nao é adequada quando o tamanho
da matriz é muito grande.

Uma outra alternativa que pode ser levada em consideracao é usar a técnica multinivel, onde
a ideia é trabalhar com bases radiais em diferentes niveis de resolugao. Comegando com uma
aproximagao menos refinada, calcula-se o residuo. Em seguida aproxima-se o residuo em nivel
seguinte, sendo o resultado somado a aproximagao anterior. O processo é repetido até se obter o
resultado desejado ou se alcangar o maximo nivel possivel.
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3.3 Aplicagao do método de Kansa em EDPs

Apresenta-se agora o método de Kansa para solugao de Equacées Diferenciais Parciais. Dado
que se conhece o valor da fungao para um determinado conjunto de pontos z; e fazendo uso das
fungoes base radial (RBF) a interpolagao tem a forma

N
s(r) = Zaﬂb(ll z—xj])

Utilizando a abordagem proposta por Gregory em [3] sobre o método de Kansa, assumindo que
dado um dominio Q C R% e uma equacio diferencial parcial linear da forma

Lu(z) = f(z), © € Q (4)
com condigoes de fronteira de Dirichlet
u(z) = g(z), = € 00 (5)

Para o método de colocagao de Kansa, escolhe-se representar a solugdo aproximada 2, por uma
expansao da fun¢ao base radial, analoga & interpolagao de dados dispersos, ou seja,

u(r) = Z%“b(” z—zj ) (6)

Substituindo a fung@ao aproximada na equacgao diferencial, tem-se:

N
L[Zaﬂb(llw—w]‘ II)] = f(x) (7)

Substituindo a fun¢ao aproximada nas condigoes de contorno

N
[Zamn r— |>] = g(@) (8)

Assim, o problema se resume a um sistema linear do tipo
Aa=f (9)

A matriz de colocagao é formada pela equacao diferencial (4) e pelas condi¢oes de contorno de

(5).
A= [gﬁ] (10)

A colocagdo do pontos pode ser realizada através do método de Kansa (assimétrica) ou de
Hermite (simétrica)

Na colocacgao assimétrica ocorre a aplicacao dos operadores diferenciais no interior e na fron-
teira adota-se LI e LB para um conjunto de N pontos de colocacdo no dominio e na fronteira,
respectivamente ny = N — M e ng = M pontos [9], resumindo em

N
LIup(x;) =Y apLIg(|| 2; — e |) (11)
k=1
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N
LBun(x;) =Y arLBo(|| z; — e ||) (12)
k=1

sendo que ay, sao, determinadas pela resolucao do sistema de N equagoes lineares.

A caracteristica da variante simétrica (Hermite) ¢ a aplica¢ao dupla dos operadores diferenciais
para cada par (ponto de colocagao-centro da RBF) resultando em um sistema simétrico assumindo
que os pontos de colocagao coincidem com as coordenadas do centros da RBF, isso leva a solucgao

aproximada
N-M N
un(@) = Y allid(lzi—e )+ DY arlBio(| i —e ) (13)
k=1 k=N—M+1

onde LI e LB, sao os operadores diferenciais no interior e na fronteira, sendo x; um ponto genérico
e ¢ o centro da fun¢ao base radial k.

As incognitas «y sao determinadas pela imposigao das seguintes condi¢oes quando aplicado os
operadores diferenciais

N-M N
LIjup(w) = Y aw LI LI¢(|wi — e )+ > axLIFLBig(|zi—ex ) (14)
k=1 k=N—M+1

para os pontos de colocagao interiores e

N—M N
LBjun(z;) = > axLBILIgo(| i — e )+ Y axLBILBo(| 25 — e ||) (15)
k=1 k=N-M+1

para os pontos de colocagao na fronteira, sendo que

e Lig(||  — € ||) & uma funcdo de € quando L atua em g(|| z — € ||) como fungdo de = sendo
avaliada em x = x;;

e L5g(|| * — € ||) ¢ uma fungdo de x quando L atua em g(|| # — € ||) como fungao de € sendo
avaliada em € = €;

Destas técnicas apresentadas, a técnica de Hermite é mais exigente dado que os operadores, sao
por via de dupla aplicacao, mais complexos.

Para que se obtenha um sistema de equagdes simétrico, é necessario fazer coincidir as posi¢oes
do pontos de colocacao com a posigoes das fungdes base radial.

4 Solucgoes de EDPs pelo método de Kansa

Contornando as dificuldades do método pode-se prosseguir com a aplicagao do método. To-
mando como exemplo a equagao do calor desenvolvida em [2] tem-se as equagdo e condigbes iniciais
abaixo:

up = Kugy; (16)

0,t)=0
0

e Condigbes de contorno: w,
u(L,t)

o Condigao inicial: {u(x,O) =20
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A solugao analitica desta equag@o do calor desenvolvido pelo método de separacao de variaveis

80 v~ 1 @n—nmu (2n — 1)
u(zx,t) = ?Z 5 1¢ ) tsen(T) (17)
n=1

Note que no exemplo acima z € R. )
Agora usando o método de Kansa e a base radial Gaussiana ¢(r) = e~ (r = || — &]|),
deseja-se que a aproximagao seja do tipo

N
Uz,t)=s=Y ag(r) (18)
j=1

Sabe-se (veja [4]) que esta aproximagdo pode se resumir a resolver o sistema de equagoes do tipo
Aa=b (19)

Aplicando o método de Kansa a equagdo diferencial parcial (16), ou seja, aplicando o operador
diferencial a fungao radial ¢(r)

Lio(r)a = 892(;)_1(8;;(;) o (20)

desenvolvendo as derivadas e assumindo a substitui¢ao de % por g—z

dp(r) e

—er?
= S = (e 2y — ) (21)
fazendo a segunda derivada em relagao a x
82 82 —cr?
o(r) =2° = 2% 4 cte % 2(z — z;)? (22)

Ox? Ox?

e agora substituindo as derivadas na equagao (20) tem-se

[((—02)6_“2 *2(y —y;)) + K(—che_c’“2 +ctemer’ x 2(x — sr:j)Q)} a (23)
A partir da equagao (23) pode-se fazer a representacao na forma matricial
Lo(r)in Lo(r)iz -+ Lé(r)in] [aa] [b(F1)
Lo(r)en  Lo(r)ze -+ Lo(r)an| |az2| |b(22)
. S (24)
Lo(r)ng Lo(r)nz -+ Lo(r)nnl lan] [b(ZN)

lembre-se que &; = (z;, yi).
Tendo em mente Lp(r); ; = Lo(||£; — £;]|) e substituindo as condigdes de contorno da equagado
(16), a forma matricial fica

pilar—a1l)  o(lE—d2l) o 6(lE—an ) o he
Lo(|| &2 — 21 ||) Lo(|| &2 — 22 ) -+ Lo(| Z2—2n |) 2 ?
Lo(|| 3 — 21 1) Lo(| 23 =22 ) -+ Lo(ll &3 —2n ) : :
: . = (25)
Lo(| Enor—31 ) Lol anor—@2 ) - Lo(llano1—an D] |40 .
ollan—2il)  ollay-al) - ollaw-axl) | [*N| |y

Também deve-se considerar que b(Z;) é avaliado quando x = 0 e b(Z,,) é avaliado quando x = L.
Nota-se que ao final do processo o que deve ser resolvido é um sistema linear, como observado
anteriormente e consequentemente vé-se a simplicidade do método [5].
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Consideragoes Finais

O método de Kansa tem um bom embasamento teérico e em virtude disso se mostra bastante

atraente para a resolucdo de equacoOes diferenciais parciais. Essa expectativa deve se confirmar
apo6s a implementacao dos algoritmos e execucao dos testes praticos, em um trabalho futuro, onde
deseja-se desenvolver o método e comparar os resultados obtidos com a solucao analitica, para
medir a qualidade numérica do método. Uma outra proposta é comparar os resultados obtido a
partir do método de Kansa com outros métodos numéricos.
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