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Resumo. Diversos sao os métodos estatisticos para detecgao de outliers para a regressao linear.
Determinar qual ou quais observagoes tem maior influéncia na estimativa dos parametros é fun-
damental para obtencdo de um modelo confidvel e ndo tendencioso. A detecgdo de outliers visa
identificar quais sao tais pontos, a fim de melhorar a analise dos dados e obtengao de um modelo
com menor erro residual. Normalmente sao utilizados mais de um método para identifica-los, como
métodos graficos, distancia de Cook, DFFITS, DFBETAS e iL”-, entre outros métodos. Neste tra-
balho, avaliou-se a utilizacao da razao dos coeficientes de determinagao combinado com a anélise
grafica para identificar e classificar os pontos discrepantes e influentes. Alguns conjuntos de dados
para regressao linear simples foram utilizados para a analise dos dados e comparacao dos resulta-
dos. O método mostrou-se ser bastante eficiente na identificagdo destes pontos, além de identificar
os outliers, verifica quais sao as observacoes influentes.
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1 Introducao

Na regressao linear simples, valores discrepantes podem comprometer a confiabilidade do mo-
delo obtido e desta forma é importante que sejam identificados no decurso da construcao do modelo.
Estas observagoes podem ocorrer devido a um erro de registro, um erro no procedimento experi-
mental ou pode representar um caso raro, entre outras possibilidades [5]. Os pontos discrepantes
sao comumente denominados como outliers e distinguimos em dois tipos. Um outlier é um ponto
do conjunto de observagoes cuja resposta y nao segue a tendéncia geral do restante dos dados. Por
outro lado, se uma observacao que tem valores discrepantes do preditor x é denominada ponto de
alavancagem, que pode ser um valor particularmente alto ou baixo de z. As observacoes classi-
ficadas como alavancagem nao necessariamente sao outliers. Um ponto de alavancagem é ruim,
se também for um outlier, ou seja, o valor de y nao segue o padrao definido pelos demais pontos
de dados. Um ponto de alavancagem é bom, se ndo for um valor influente para o modelo [1].
Uma observagao é influente se influéncia indevidamente qualquer parte da analise de regressao, na
determinacao dos coeficientes ou a anélise diagndstica da regressao. Valores atipicos e pontos de
alta alavancagem tém o potencial de serem influentes, mas geralmente temos que investigar se tal
observagao pode ser classificada como influente.

Diversos métodos tem sido propostos para detectar valores discrepantes na regressao linear, mas
classificar uma ou mais observagoes como outlier pode ser uma tarefa dificil, especialmente quando
ha varios valores discrepantes no conjunto de dados [3] e[5]. O mascaramento e swamping podem
dificultar a deteccao destes pontos. O mascaramento ocorre quando um valor discrepante obscurece
a existéncia de outro, enquanto o swamping ocorre quando um valor nao discrepante é incluido
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erroneamente em um grupo de observagoes consideradas como outliers. Os outliers poderiam ser
identificados observando-se apenas os residuos de minimos quadrados, mas quando estes pontos
sdo de alavancagem, os pontos influentes podem permanecer ocultos, pois ndao aparecem no gréfico
residual.

Os Métodos graficos podem ser bastante uteis quando o numero é limitado de observagoes
suspeitas. Pode-se utilizar simplesmente o grafico de dispersao, grafico de residuos padronizados
vs indice, qqplot, residuos padronizados vs valores ajustados, entre outros. No software R, é
possivel utilizar varios tipos de graficos com os pacotes ggplot e ggplot2. Os métodos utilizados
para deteccao de outliers, destacamos os mais conhecidos: Residuos estudantizados, distancia
robusta, distancia de Cook, ﬁii, DFFITS, DFBETAS, razao de covariancia, entre outros. Para
medir se uma observagao ¢ influente ou nao, pode-se utilizar o coeficiente de determinagio (R?).
Esta métrica representa a proporcao total da amostra explicada pelo modelo e quantifica o quao
bem a reta de regressio se ajusta aos dados [2]. Os valores de R? pertencem ao intervalo [0, 1]
e quanto mais proximo de 1, mais explicativo é o modelo. Neste trabalho, utilizamos a razao do
coeficiente de determinagao conjunta com a analise grafica, para determinar se uma observacao um
outlier e se é influente para o modelo de regressao linear simples.

2 Revisao de Métodos

O modelo de regressao linear simples consiste na fungdo média e na fun¢do varincia
EY|X=z)=py+ bz e Var(Y|X =) = o> (1)

Os parametros sdo o intercepto By, e 81 , que é a taxa de variagdo da funcdo E(Y|X = z). A
relagdo entre X e Y ¢é linear, os valores de X sao fixos (ou controlados) e a fungao de variancia é
assumidamente constante, com valor positivo para o2, pois geralmente geralmente é desconhecido.
O erro estatistico ou residuo (e;) é a diferenga entre o valor observado da i-ésima resposta y; € o
valor esperado. Os erros e; dependem de paradmetros desconhecidos na fungao média e portanto
nao sdo quantidades observéaveis. Pressupomos que a média do erro é nula E(e;|z;) = 0, que o
erro de uma observacao é idependente do erro da outra observagao, isto é, Cov(e;,e;) =0,1 # j e
os erros tém distribuicao normal.

2.1 Alavancagem

A matriz chapéu tem varios usos na regressao e uma delas é que fornece uma medida de
alavancagem. E util para investigar se uma ou mais observacdes sao influenciadas pelos valores
de X e, portanto, podem estar influenciando excessivamente os resultados da regressao [1]. Para
identificar os pontos de alavancagem pode-se utilizar a diagonal da matriz chapéu, dado por:

H=XX'Xx)"

X', (2)
A alavancagem lAm, que tem valores no intervalo [0, 1], quantifica a influéncia que a resposta ob-
servada sobre o valor previsto e é uma medida da distancia entre o valor x e a média dos valores
x para todos os n pontos de dados. Se hy; for grande, a resposta observada desempenha relevan-
cia no valor da variével resposta prevista. Se o valor de x tem grande distancia, a alavancagem
sera grande; caso contrario nao. Geralmente, um ponto com hii > 3k/n deve ser cuidadosamente
examinado, onde k£ é o niimero de preditores e n 0 nimero de observagoes.
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2.2 Distancia de Cook

A distancia de Cook para a i-ésima observacao é baseada nas diferengas entre as respostas
previstas do modelo construido a partir de todos os dados e as respostas previstas do modelo
construido, deixando de lado a i-ésima observagao. A distancia de Cook para a observagao i é:

n ~ ~ 2 n ~ ~ 2 ~
Zj:l (95 — Uj(iy) Zj:l (95 — 9i)) e? hi;

D. = — = . =
CD; & MSE (ko™_,e2/n) k-MSE (1 hy)?’ (3)

onde §; € o j-ésimo valor de resposta ajustado, §;(_1) ¢ 0 j-ésimo valor da resposta ajustada, onde
o ajuste nao inclui a observagao i, MSE é o erro quadratico médio, e; é o i-ésimo residuo e hii
é o i-ésimo valor de alavancagem e k é o ntumero de coeficientes no modelo de regressao. Dois
critérios para o ponto de corte, em um nivel de significancia «, sdo: CD; < F(1 — ask,n—k) e
CD; >4/(n — (k+ 1)) que indica que a i-ésima observagao é influente.

2.3 DFFITS

A medida DFFITS é semelhante a distancias de Cook. O numerador mede a diferenga nas
respostas previstas com e sem a observagao i. A diferenca nos ajustes para observacao i, é definida

Como: R .
Yi — Y@

\/ MSEq) - hyi

onde §; e {(; sdo as previsoes para o ponto i com e sem o ponto ¢ incluido na regressao. Uma

DFFITS; = (4)

observagao é considerada influente se o valor absoluto do seu valor DFFITS for maior que 24/k/n,
onde n é o nimero de observagoes e k o niumero de parametros incluindo o intercepto.

2.4 DFBETAS

A DFBETA é uma métrica util para avaliar a influéncia de uma determinada observacao e
mede a diferenca na estimativa de cada parametro com e sem o ponto influente. A padronizagao
dos valores de DFBETA divide-se cada DFBETA pelo erro padrao, denominada DFBETAS. Uma
medida escalonada da mudanca pode ser definida como

DFBETA, — Bi —Biwy _ _Pi—Biw (5)

SE(B;) VMSE ;) - Cy;’

onde Bj é o coeficiente da regressao calculado usando todos os dados e Bj(i) é o coeficiente da

regressao calculado sem a observagao, MSE(; é o erro quadratico médio da regressao calculada
-1
)

sem a i-ésima observacao e C;j € o j-ésimo elemento diagonal da matriz da regressao (X'X)
calculada com todas as observagoes. Valor de corte é i%.

2.5 Razao de Covariancia

A razdo de covariancia é definida por:

Q>

Oy (©

~o .1—ilii’

CVR; = (
g

onde &Qi é a varancia estimada sem a observagao i e gy € a varancia estimada com as n observagoes.
O desvio da unidade indica que a i-ésima observagao é potencialmente influente. Uma observagao
é considerada influente se |[CV R; — 1| > 3k/n.
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2.6 Razao do Coeficiente de Determinagao

A razdo do coeficiente de determinagdo (CDR) é uma métrica proposta por [4]. A medida é
determinada pelo quociente do coeficiente de determinagao com todos os elementos do conjunto,
com o coeficiente de determinagao calculado sem a observagao j. Dado que SST e SSR sao res-
pectivamente a soma dos quadrados totais e que SSR é a soma dos quadrados dos residuos, tem-se
que:

RY)  SST SSR;
(i) (i)
DR, = -0 = 22- T 0
¢ R? ~ SSTu SSR @)

Uma observagao é considerada influente se o valor do CDR; for significativamente diferente dos
demais. Para [4] o ponto de corte é dado pelo quantil superior da distribuigdo Beta em um nivel
de significancia « [6].

3 Aplicagao para Conjunto de Dados

Nesta secao, ilustramos o uso da medida CDR para deteccao de outliers. Para isto, foram
utlizados 5 conjunto de dados, denominados Dados 1, Cars, Forbes, Trees e Davis. Os conjuntos
Cars, Forbes, Trees e Davis estao disponiveis no software R. O conjunto Dados 1 foi subdividido em
mais 3 conjuntos: Dados 1a um conjunto sem observagoes influentes, Dados 1b com um outlier mas
nao influente, Dados 1c com um tnico outlier, observacao influente e Dados 1d com 4 outliers, os
4 influentes. Em todos os conjuntos foram verificados os pressupostos da regressao linar simples:
teste de normalidade, homogeneidade, independéncia e que a média dos residuos é nula. Os
resultados foram obtidos através do software R, para a visualizacdo, os modelos sdo ajustados e
destacados nos graficos: Residuals X Fitted, grafico QQ Normal, Scale x Location e Residuos x
Alavancagem. Alguns pontos discrepantes podem ser observados nestes graficos. O primeiro passo
sera avaliar o grafico de cada conjunto, para observar os pontos candidatos a pontos discrepantes.
Na figura 1, temos os graficos dos conjuntos Dados 1a e 1b. Para o conjuntos 1a pode-se observar
que as observagoes 4 e 14 com maiores residuos, indicando ser possiveis valores discrepantes. Para
o conjunto Dados 1b, indicam que a observacao 21 é suspeita de ser um ponto discrepante.
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Figura 1: Graficos dos conjuntos Dados 1a e 1b. Fonte: O autor (2024).

Os gréficos apresentados na figura 2, sao para as observagoes dos conjuntos Dados 1c e 1d. Para
o conjuntos Dados 1c, observa-se que a observacao 21 tem alto residuo e pode ser um um ponto
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influente. Utilizando a medida distancia de Cook, esta observagao é indicada como outlier. Para
o conjunto dados 1d, observamos que h&d um conjunto de ponto candidatos a serem classificados
como outliers, os pontos 21, 22, 23. No grafico Fitted values x Residuals, estes pontos "puxam"a
linha de ajusta para baixo, também sugerindo que temos 4 pontos com altos residuos e que alteram

a direcao da curva de ajuste.
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Figura 2: Graficos dos conjuntos Dados 1c e 1d. Fonte: O autor (2024).

Na figura 3, sdo apresentados os gréficos dos conjuntos Cars e Forbes. Para o conjunto Cars,
observa-se que as observacoes 23, 35 e 49, sao os pontos indicados como possiveis outliers. No
grafico Residuals x Leverege é indicado apenas o 39. No conjunto Forbes, apenas a observagao 12

é suspeita de ser um outlier.
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Figura 3: Graficos dos conjuntos Cars e Forbes. Fonte: O autor (2024).

Na figura 4, sao apresentados os graficos dos conjuntos Trees e Davis. Para o conjunto Trees, as
observagoes 18 e 20 aparecem mais distantes dos demais pontos, embora a analise destes graficos,
nao trazem esta afirmagao com contudéncia. No conjunto Davis, a observagao 12 é a discrepante
em relacao aos demais dados. Retirando a observagao 12, poderemos verificar se ha mais pontos
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candidatos a outlier. Mas pode-se afirmar que o ponto 12 afeta a precisao do ajuste da reta, assim
uma ou mais medida de corte.
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Figura 4: Graficos dos conjuntos Trees e Davis. Fonte: O autor (2024).

Na tabela 1, temos os resultados para o conjunto Dados 1, utilizando as métricas CDR, DFBE-
TAS, DFFIT, COVR, Cook e h;. Comparados os resultados obtidos, temos que o CDR apresentou
melhor desempenho que as demais. Apenas para o conjunto Dados 1c, os resultados foram iguais.
Para o conjunto Dados 1a foram identificados 4 observagoes como outliers, porém nenhuma destas
observagoes € influente. Ja para Dados 1b, apenas uma observacao foi indicada como outlier, mas
o CDR indica que nao. Todos os valores do CDR, para estes conjuntos foram semelhantes. Para
o conjunto Dados 1d, houve o mascaramento. A observacao 21, escondeu a influéncia das observa-
goOes 22, 23 e 24, pois estes 4 pontos tiveram CDR semelhantes e significativamente diferente dos
demais. Em comparagao com que foi observado nos graficos, pode-se concluir que a anéalise grafica
pode ajudar na indicagao dos pontos que precisam ser classificados, mas sempre hé a necesssidade
de usar uma métrica para a classificagao. Deve-se ter o cuidado com a remocao de uma ou mais
observacgao, pois estas observagoes podem conter informagoes relevantes para o modelo.

Tabela 1: Resultados 1. Fonte: O autor (2024).

1 Dados1a Dados1b Dados1c Dados 1 d
n 20 21 21 24
DFBETAS, DFFIT, COVR, Cook e hii 1, 2,4 ¢ 18 21 21 21
CDR Nenhuma  Nenhuma 21 21, 22, 23, 24

Na tabela 2, para o conjunto Cars, o CDR teve valores no intervalo [0,96; 1,11], isto &, os valores
sao semelhantes. Foram retirada as observagoes 23, 49, 23, 35, 50 , 23, 35, 49 e 01, 02, 23, 49,
50, mas os valores do CDR permaneceram no intervalo [0,96; 1,11], o que indica que estes pontos
néo sdo influentes. Para o conjuntos Forbes, todos os pontos obtiveram valores CDR proximos de
1, inclusive o CDR15 = 1,003, logo este ponto nao é influente. Para o conjunto Trees, também
os CDRs obtiveram valores semelhantes proximos a 1. Nem a retirada dos pontos 1, 20 e 21,
indicados pelas outras medidas, alterou o resultado. Para este conjunto foi retirado os pontos 6,
18 e 20. por possuirem os maiores CDRs, e o resultado foi significativo, com grande aumento do
Coeficiente de determinacdo R?. Para o conjunto Davis, apenas os CDRs das observacoes 12 e
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21 foram significativamente diferentes, com valores CDR15 = 16,51 e CDRy5 = 17,10, enquanto
os demais estdo proximos de 1. Assim podemos afirmar que apenas as observacoes 12 e 21 sdo
influentes.

Tabela 2: Resultados 2. Fonte: O autor (2024).

2 Cars Forbes Trees Davis
n 50 17 31 200
DFBETAS, ... 1,2,23,49 e 50 12 1,20e 31 12,19e 21
CDR Nenhuma Nenhuma, 21 12e21

3.1 Discussao dos Resultados

Os resultados da implementagao do CDR para 8 conjuntos de dados sao apresentados. Avaliou-

se o desempenho da medida CDR na detec¢ao de outliers para ao modelo de regressao linear simples,
comparando com as medidas DFBETAS, DFFITS, COVR, Cook e hii. Os resultados mostram que
a medida CDR foi bem-sucedida em identificar valores discrepantes e influentes nos conjuntos de
dados. Enquanto que, demais medidas nao foram tao eficientes, principalmente para indicar se
a observacao é influente. Para estudos futuros, pode-se fazer a avaliagdo das caracteristicas de
cada medida com mais profundidade e comparar com o CDR, também o uso da medida de corte
proposta por [6].
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