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Resumo. Neste trabalho é proposto um método de realimentagao de estado para a D-estabilizagao
de sistemas lineares sujeitos a incertezas politopicas. O projeto de controle visa garantir a D-
estabilizagdo do sistema controlado ao mesmo tempo que minimiza a agado de controle. Os polos
do sistema controlado sao alocados em uma regiao circular que assegura uma taxa de decaimento
pré-definida para a resposta dindmica do sistema. A eficiéncia do método proposto é ilustrada
através de um exemplo numérico.
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1 Introducao

Um tema de grande interesse em teoria de controle é a inclusao de restrigoes de desempenho
no projeto do controlador. Para sistemas lineares ja existem ferramentas eficientes para garantir o
desempenho do sistema através da alocagio de polos [12]. Resultados classicos como a formula de
Ackerman fornecem uma maneira simples e eficiente para alocacao dos polos do sistema controlado
[12]. O problema surge quando é necessério projetar um controlador para sistemas lineares sujeitos
a incertezas politopicas. Neste caso, resultados tradicionais nao sao aplicaveis, sendo necessario
usar teoria de controle robusto para garantir o desempenho do sistema controlado. Em controle
robusto nao é possivel estabelecer a alocacao dos polos em um ponto especifico. Em geral, define-
se uma regiao de interesse no semi-plano esquerdo complexo e propoe-se um resultado garantindo
que os polos do sistema controlado permanegam confinados na regiao desejada. Tal resultado é
referenciado na literatura como alocagao regional de polos [7]. A alocacdo regional de polos é
desenvolvida considerando o conceito de D-estabilidade de matrizes [6]. Em [2], os autores provam
que determinadas regioes convexas do plano complexo podem ser representadas por desigualdades
matriciais lineares (do inglés, Linear Matrixz Inequalities (LMIs)). Tais regides passaram a ser
conhecidas na literatura como regides LMIs [2, 3, 13]|. Regides LMIs permitem incluir restrigoes
de performance de maneira simples no controlador e sao facilmente estendidas para o controle
de sistemas lineares incertos [3, 4, 13] ou sistemas ndo lineares [8, 11, 14]. Este trabalho se
concentra nas condigoes de D-estabilizacgdo em regides circulares [5-7, 9]. Esse tipo de regido
possui uma representacao algébrica simples e a desigualdade matricial envolve apenas o produto
entre matrizes. Por outro lado, regides mais complexas, como as apresentadas em [2, 13|, envolvem
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o produto de Kronecker. Parte dos resultados propostos no texto foram desenvolvidos em um
estagio de iniciagao cientifica. Logo, a escolha de uma regiao circular torna o desenvolvimento
teorico da pesquisa acessivel para alunos de graduagdo. Em [9], os autores constroem uma regiao
circular para impor um limite na taxa de decaimento do sistema controlado, ao mesmo tempo
que limita a parte inferior da regiao de alocagao dos polos. Limitar a regiao de alocagao pode
facilitar a implementagao pratica do controlador. Em geral, quanto maior é o médulo do polo,
maior é a norma do ganho necessario para a alocagao. Na pratica, o controlador esta sujeito a
saturacao e, dependendo dos valores usados no ganho, nao é possivel implementéa-lo. Apesar da
regido circular limitar a alocagao dos polos, as desigualdades matriciais apresentadas em [6, 7, 9]
sao conservadoras, isto €, para encontrar uma solugao numérica pode ser necessario usar um valor
grande para o raio da regiao circular. O que, na préatica, pode resultar em valores inadequados
para o ganho do controlador. Este trabalho propoe um método de otimizagao para minimizar o
ganho do controlador que aloca os polos na regido de interesse. O método é simples e pode ser
adaptado para regices LMIs mais complexas |2, 13]. A eficiéncia do método proposto é ilustrada
na solucao de um exemplo numérico.

1.1 Notacgoes

Ao longo do texto, o simbolo K, é usado para descrever o conjunto de nimeros naturais
{1,2,---,s}. O simbolo * denota o elemento transposto em uma matrix simétrica. A transposta
de uma matriz é denotada por M’ e He(M) = M +M'. A desigualdade matricial M < 0 (M > 0)
significa que M é simétrica definida negativa (positiva) e I representa uma matriz identidade de
dimensao s.

2 Formulacao do problema

Considere a familia de sistemas lineares incertos descrita por:

x(t) = i Q; (Aix(t) + Biu(t)> (1)

=1

sendo x(t) € IR"™ o vetor de estado, u(t) € IR"™ a entrada de controle, A; € IR"**"* ¢
B, € IR™*™ matrizes constantes conhecidas, N o niimero de vértices matriciais e «; constantes

desconhecidas satisfazendo
N

VieKy, >0, Y a;j=1 (2)
i=1
O projeto de controle consiste em encontrar uma matriz K € IR™*"* tal que, ao realimentar o

sistema (1) com a entrada
u(t) = Kx(t) (3)

todos os polos do sistema controlado

%) =Y a; (Ai + BiK)x(t) (4)

i=1

estejam confinados na regiao circular da Figura 1.

A regido circular da Figura 1 foi construida para garantir que o sistema (4) tenha taxa de
decaimento maior ou igual a t4. Logo, a regido tem raio r e centro (—g,0), sendo ¢ = tq + 7.
Para garantir a alocagao regional de polos do sistema (4) na regido S(¢4,r), em [9] é apresentado
o seguinte resultado.
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Figura 1: Regido Circular S(t4, 7). Fonte: Adaptado de [9].

Lema 2.1 ([9]). Dados nimeros reais positivos tq e r. Se existir uma matriz simétrica W €
IR"**"* ¢ uma matriz Z € IR™*"* satisfazendo as desigualdades (5) e (6), entio o ganho K =
ZW ! garante a D-estabilizagdo do sistema (4) na regiao S(tq,r).

W >0 (5)
WA/, + Z'B, +t;W  —W|

Do ponto de vista de controle, a regidao S(tq,7) ¢ mais eficiente que a regido imposta pela
condigdo de taxa de decaimento padrao [1], pois ela também assegura um limitante inferior para
os polos do sistema controlado. Em geral, quanto maior é o médulo do polo, maior é o esforgo de
controle (norma do ganho) necessario para garantir a alocagao. Neste ponto, pode-se ressaltar um
problema com o Lema 2.1. Apesar de garantir um limite inferior para a alocacao dos polos, a LMI
(6) é uma condigao conservadora para a regido circular e, em alguns casos, é necessario usar um
valor grande para o raio r para obter factibilidade nas LMI. Na préxima se¢ao sera proposto um
método de otimizagao para contornar este problema. O método consiste em minimizar o ganho
que assegura a D-estabilizacao do sistema (4) na regiao S(tq,r).

3 Resultado principal

Para obter o resultado principal sera necessario usar o complemento de Schur.

Lema 3.1 ([1]). Seja S uma matriz simétrica definida positiva, M = M’ e R matrizes de dimensdes
apropriadas. Entao, as sequintes desigualdades sao equivalentes:

M R

_p'q-1
MRSR>0<:>[R S

] -0,

Teorema 3.1. Dados niumeros reais positivos tq, r e [Ba. Se existir um numero real positivo
B1, uma matriz simétrica W € IR™*"™ e uma matriz Z € IR™ "™ satisfazendo o problema de
otimizagio (7)-(10), entdo K = ZW =1 ¢ o ganho com menor norma euclidiana que garante a
D-estabilizag¢io do sistema (4) na regiao S(tq,r).

min 5y (7)
sujeito a
W = Bol,, (8)
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{He(AiW +B,Z) + 2t W * )

WA/ + Z'B, +t;W  —W

I, Z
{ﬁlz,“ W] = 0.

| <o
(10)

Demonstragao. A LMI (8) garante que W > 0, logo as desigualdades (8) e (9) s@o equivalentes
as condicoes (5), e (6) e pelo Lema 2.1, o ganho K = ZW ~! garante a D-estabilizacio do sistema
(4) na regidao S(tg,r). O proximo passo é garantir que K é o ganho minimo que assegura a
D-estabilizagao.

Aplicando o Lema 3.1 na LMI (10), obtém-se

Bi1,, —ZW'Z' = 0. (11)
Segue de (11) que
ZW 'WW~1Z' < pi1,,. (12)
Considerando que K = ZW 1! de (12), tem-se
KWK’ < i1, (13)
Finalmente, pela LMI (8), conclui-se que
BKK' < KWK’ < 31, = KK’ < % (14)
2
Como B3 é um valor fixo e KK’ = |K]||?, entdo a fungdo objetivo (7) garante que K ¢ o ganho
com menor norma euclidiana que assegura a D-estabilizagdo do sistema (4) na regido S(tq4,r). Ou
seja, € o ganho minimo para D-estabilizagao do sistema. O

Na proxima segao serd ilustrado a eficiéncia do Teorema 3.1 na solu¢ao de um exemplo numérico.

4 Exemplo
Considere um sistema linear (4) com as seguintes matrizes:
[ —180 0 0 0 0 180 0
0 —180 0 0 0 0 180
A, =1]-2123 0 —0.6888 —14.7 0 , B,=| 0 01,
256.7 0 122.6  —1.793 0 256.7 0
| —52.33  304.7 0 36.7 —9.661 | 0 0 (15)
[—177.3 0 0 0 0 [175.95 0
0 —177.3 0 0 0 0 175.95
A, = |-19.11 0 —0.6199 —13.204 0 , Ba= 0 0
260.56 0 134.86  —1.793 0 250.91 0
| —47.09  335.18 0 40.38  —8.695 0 0

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0374

Considerando uma taxa de decaimento ty = 5 e 5 = 1078, a seguir ¢ exibido o ganho do
controlador obtido com o Lema 2.1 e Teorema 3.1, para os casos r = 50 e r = 100. As LMIs foram
numericamente resolvidas no MATLAB usando os pacotes “YALMIP” [10] e “SDPT3” [15]. A
tabela 1 ilustra os ganhos encontrados pelo Lema 2.1 e o Teorema 3.1 e a porcentagem de reducao
na norma do ganho para o Teorema 3.1.

Pela Tabela 1, observa-se que para 7 = 50, o Teorema 3.1 obteve um ganho com redugao na
norma de aproximadamente 37%, como as LMIs (5) e (6) sdo representagoes conservadoras da regiao
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Tabela 1: Ganhos encontrados com o Lema 2.1 e Teorema 3.1.

Resultados Ganho do controlador Redugao (%)
Lema 205 =3 =50 K= | 00 (Gom nosas —oomwr —ooors] -
S - T
Lema 21: =5 =100 K= |10 0900 1006 Tooret —oon]
Teorema 3.1 a = 5 = 100K = | 'iou® Shhnoo oomis oooss _ooooo| 2%

S(tq,r), entdo foi realizada uma segunda simulacdo a fim de verificar a eficacia do Teorema 3.1
conforme aumenta-se o valor de r. Para o caso r = 100, o Teorema 3.1 foi capaz de encontrar
um ganho com reduc¢ao de norma de aproximadamente 72.5% em relagdo ao Lema 2.1. Além
disso, o ganho encontrado pelo Teorema 3.1 para r = 100 teve uma redugéo de 85% em relagao ao
ganho encontrado pelo Lema 2.1 com r = 50. Ou seja, nos dois casos o Teorema 3.1 foi capaz de
garantir a D-estabilizagdo do sistema (4), com ganhos consideravelmente menores. Neste exemplo,
o menor valor do raio para o qual o Lema 2.1 e Teorema 3.1 sao factiveis é r = 19. Neste caso,
o conservadorismo das LMIs impediu que o Teorema 3.1 produzisse um resultado satisfatério. O
ganho obtido pelo Teorema 3.1 apresentou uma redugao de apenas 12%. Para ilustrar a eficiéncia
dos métodos na D-estabilizacao do sistema, a Figura 2 mostra a localizacao dos polos do sistema

(4), considerando os casos r = 50 e r = 100.

40 |
2 |
& < &
= O X ox z
—20| <
_4(),
100 —80 —60 —40 —20 0 a
real

Regiao S(5,50).

100

50

00
—200

—150

‘ !

—100 =50 0
real

Regiao S(5,100).

Figura 2: polos alocados com o ganho do Lema 2.1 (x) e Teorema 3.1 (o). Fonte: Autor.

Pela Figura 2, todos os polos do sistema estao confinados na regiao de interesse. As Figuras 3 e
4 exibem o comportamento dindmico dos estados do sistema controlado com os ganhos encontrados
pelo Lema 2.1 e Teorema 3.1. Em ambos os casos é possivel verificar que a restrigao de taxa de
decaimento t; = 5 estabilizou o sistema controlado no tempo 0,5 (tempo de estabelecimento).
Neste exemplo numérico nao foi considerado nenhuma unidade de tempo para simulagdo. O valor
0,5 pode ser suficiente para alguns problemas préticos, porém é importante ressaltar que pode-se
ajustar o tempo de estabelecimento apenas alterando o valor de 4.
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Figura 3: Comportamento dindmico dos estados 1 (¢) e z2(t), para r = 50. Fonte: Autor.
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Figura 4: Comportamento dindmico dos estados z3(t) e z4(t), para r = 50. Fonte: Autor.

5 Conclusoes

Neste trabalho, foi proposto um método que assegura a D-estabilizacdo de sistemas lineares
incertos em uma regiao circular especifica. O método minimiza a norma do ganho do controlador,
resultando em um controle 6timo para o problema de D-estabilizagao. Trabalhos futuros incluirao
a aplicagao do método proposto ao problema de controle com saturagao nos atuadores.
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