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Resumo. Uma Coloragao Total de um grafo é uma coloracao em que elementos adjacentes possuem
cores distintas, isto é, vértices adjacentes, arestas adjacentes e arestas que incidem em vértices
pertencem a partigoes distintas. O menor nimero de cores para o qual um grafo G admite uma
Coloragao Total é chamado de numero cromatico total e é representado por xr(G). O jogo da
coloragao, concebido na década de 80, surgiu como uma tentativa alternativa de provar o Teorema
das Quatro Cores. Neste jogo, é dado um nimero finito ¢ de cores, e os dois jogadores, chamados
na literatura de Alice e Bob, se alternam colorindo os vértices ainda nao coloridos de um grafo.
Enquanto o objetivo de Alice é colorir o grafo utilizando no méaximo ¢ cores, o objetivo de Bob é
o de impedi-la. Alice ganha a partida quando o grafo é completamente colorido com no maximo
t cores, caso contrario, Bob ganha. Propomos um estudo do jogo da Coloracao Total sobre ciclos,
partindo do conhecimento prévio do niimero cromético total para esta classe de grafos.
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1 Introducao

Este trabalho é uma proposta de trazer para o Ensino Basico jogos combinatoérios a fim de
promover um ensino de matematica mais baseado na ac¢ao e na cooperagao dos alunos do que os
modelos tradicionalmente utilizados em que o professor acena como agente central do processo de
ensino-aprendizagem. Neste sentido, nos referimos a Polya [4] que defende uma metodologia de
resolugao de problemas associada a Teoria de Grafos. Segundo Polya, os problemas levados para
a sala de aula devem ser de carater pratico, o que é natural aos problemas propulsores da Teoria
de Grafos.

O tema desta pesquisa é o jogo da Coloragao Total sobre ciclos. Tradicionalmente, no jogo da
coloracao de vértices, ¢ dado um nimero finito ¢ de cores a dois jogadores, chamados de Alice e
Bob. Estes jogadores se alternam colorindo os vértices ainda nao coloridos de um grafo. Enquanto
o objetivo de Alice é colorir o grafo utilizando no maximo ¢ cores, o objetivo de Bob é o de impedi-
la. Alice ganha a partida quando o grafo é completamente colorido com no méaximo t cores, caso
contrario, Bob ganha. O jogo da Coloragao Total é uma variagao do jogo da coloracao de vértices.
No jogo da Coloragao Total também é dado um ntmero finito de cores a Alice e a Bob a fim de
colorirem, alternadamente, tanto os vértices quanto as arestas de um grafo. Alice ganha quando
consegue colorir o grafo de entrada com as cores dadas, caso contrario Bob vence.

No que concerne ao estudo de nogoes de natureza combinatéria e a exploragao de habilidades,
sugerido pelos autores da Base Nacional Comum Curricular - BNCC (Brasil, 2018) para serem
desenvolvidos a partir do ensino fundamental, os objetos de conhecimento sao os problemas de
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contagem. Com a proposi¢ao do jogo da Coloragao Total objetiva-se promover compreensao acerca
da mobilizagao e o exercicio do raciocinio combinatério, nao com o propdésito inicial de quantificar
possibilidades, mas com o objetivo de mostrar todos os resultados e estratégias possiveis quando
da disputa de uma partida no jogo.

Organizamos este trabalho de modo que na Seg¢ao 2 discutimos conceitos basicos necessarios para
a compreensao plena do jogo e da classe de grafos analisada. Apresentamos, além da terminologia
utilizada pela teoria de grafos, resultados sobre o problema da Coloracao Total. Na Segao 3,
discutimos o jogo da Coloracao Total sobre os ciclos Cs e Cy4 e 0s desdobramentos desta abordagem
no Ensino Basico. Por fim, na Segdo 4, descrevemos os resultados apresentados no texto e os
potenciais trabalhos oriundos desta pesquisa.

2 Conceitos Basicos

Discutimos, nesta secao, conceitos preliminares sobre a teoria de grafos e sobre a Coloragao
Total de grafos. As defini¢coes e resultados apresentados referentes & teoria de grafos podem ser

obtidas em [2|. Para maiores detalhes sobre o jogo da Coloragdo Total o leitor é convidado a
consultar [3].

2.1 Sobre Grafos

Um grafo G = (V(G), E(G)) consiste de um conjunto néo vazio V(G) de vértices e de um
conjunto F(G) de arestas, de modo que cada aresta e € F(G) é um par nao ordenado de vértices
distintos, isto é, para toda aresta e € E(G) existem u € V(G) e v € V(G) distintos e tais que
e = {u,v} ou simplesmente e = uv. Neste caso, dizemos que os vértices u e v sdo adjacentes
ou vizinhos e que a aresta e é incidente aos vértices u e v ou que u e v sdo as extremidades
da aresta e. De maneira analoga, duas arestas que possuem a mesma extremidade sao chamadas
de arestas adjacentes. Quando nao houver risco de ambiguidade escreveremos G = (V, E) ou
simplesmente G. Neste trabalho, todos os grafos considerados sao simples, isto é, nao possuem
arestas miultiplas ou paralelas (arestas distintas que unem o mesmo par de vértices) ou lagos
(aresta que une um vértice a ele mesmo).

O grau de um vértice v em G, representado por d(v), é o namero de arestas incidentes a v.
Denotamos por 6(G) e A(G) os graus minimo e maximo, respectivamente, dos vértices do grafo
G. Um grafo é k-regular se todos os seus vértices tém grau k. Um grafo 3-regular é chamado de
grafo cabico. Se todos os vértices de um grafo tém graus menores que 3, entao ele é chamado de
grafo subcibico. Um grafo em que cada par de vértices distintos estd unido por uma aresta é
chamado de grafo completo. Todo grafo completo com n vértices é (n — 1)-regular.

Dado k£ > 0, um passeio P = viejvse2v3€304 ... Vk—_1€5_1VkELVL4+1 € uma sequéncia finita de
vértices e arestas de um grafo, tal que v; € V, e; € F, e ¢; = v;v;11. Neste caso, o comprimento
de P éigual a k, seu ntimero de arestas com ou sem repeticao. Vamos denotar o passeio somente
pela sequéncia (v1,vs,...,v541) subjacente de seus vértices. Se um passeio nao possui arestas
repetidas, entao o chamamos de trilha. Se o passeio nao repete vértices, entdo o chamamos de
caminho. Dados dois vértices u e v de um grafo G = (V, E), um caminho entre u e v, ou caminho
que conecta u & v, em G é uma sequéncia P = lply...ly, em que u = ly, v = I, os vértices [; sdo
distintos e l;l;11 € E.

Um passeio P = lyl;...l; € fechado se k > 0 e [j = l;. Um ciclo ou circuito é uma trilha
fechada com uma tnica repeticao de vértices de comprimento no minimo igual a 3. Um ciclo em
k arestas ¢ também chamado de k-ciclo. A paridade do inteiro k define se o ciclo é par ou se o
ciclo é impar.
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Dado k € N, uma k-coloragao de vértices de um grafo G é uma atribuicao de cores aos vértices
de GG, de modo que vértices adjacentes tém cores distintas. Definimos o nimero cromético de G,
representado por x(G), como sendo o menor inteiro k de modo que G possua uma k-coloragao de
vértices. Uma k-Coloracao Total de G é uma atribuicao de cores aos vértices e as arestas de G, de
modo que vértices adjacentes tém cores distintas, arestas adjacentes tém cores distintas e arestas
incidentes a vértices tém cores distintas. O ndmero croméatico total de G, denotado por xr(G), é
o menor k tal que G possui uma Coloracao Total. Para todo grafo G, temos que xr(G) > A + 1.
A conjectura da Coloragao Total estima que x7(G) < A + 2. Quando um grafo G ¢é tal que
xr(G) = A + 1, dizemos que G ¢é tipo 1, caso contrario dizemos que G é tipo 2.

2.2 Coloragao Total

Apresentamos, nesta se¢do, alguns resultados sobre Coloracao Total de ciclos. O Teorema 2.1,
concebido por Behazad [1] em 1965, estabelece que o nimero cromético total de um ciclo depende
da quantidade de vértices contida neste ciclo.

Theorem 2.1. O numero cromdtico total x7 de um ciclo Cy,, contendo n vértices, € dado por:

o xr(Cp) =3, quando 2n = 0 mod3;
o xr(Cp) =4, caso contrdrio.

Na Figura 2, exibimos coloragoes totais para os ciclos C5, Cy, C5 e C7 a luz do Teorema 2.1.

c) d)

Figura 1: Em a) a 3-Coloragao Total do Cs, em b) uma 4-Coloragao Total do C4, em ¢) uma 4-Coloragio
Total do Cs e, em d), uma 4-Coloragao Total do C7. Fonte: dos autores.

De acordo com as coloragoes apresentadas na Figura 2 e no Teorema 2.1 estabelecemos colora-
¢Oes para os demais ciclos, conforme o Teorema 2.2.

Theorem 2.2. Seja C,, um ciclo contendo n vértices.

e Se 2n =0 mod3, entiao x1(Cy) =3 e a Coloragao Total de C,, seque a coloragao de Cs;

e Se 2n =0 modd, entio x1(Cy) =4 e a Coloragao Total de C,, seque a coloragdo de Cy;

~ ~

e Se2n 2 1 mod3 e 2n = 2 modd entao xr(Cp) = 4 e a Coloragio Total de C,, segue a
coloragao de Cs;

~

e Se 2n = 2 mod3 e 2n = 2 modd entiao x7(C,) = 4 e a Coloragio Total de C,, segue a
coloragao de Cy.

DOI: 10.5540/03.2025.011.01.0450 010450-3 © 2025 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2025.011.01.0450

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

A prova deste teorema é demasiadamente trivial, bastando observar os restos entre o total de
elementos contidos no ciclo C,, e 3 ou 4 (a depender se 2n é ou nao divisivel por 3 ou por 4). A
Figura 2 ilustra coloragoes totais para os ciclos Cg, C1g, C11 € Ci3 a luz do Teorema 2.2.

2 4 1 2
3 @ 2 ® @
4 3
2 2
4 4

Figura 2: Em a) uma 3-Coloragao Total para o Cy guiada pelo C3, em b) uma 4-Coloragao Total para o
Cho guiada pelo Cy4, em c¢) uma 4-Coloracao Total para o C11 guiada pelo Cs e, em d), uma 4-Coloragao
Total para o C13 guiada pelo C7. Fonte: dos autores.

3 O Jogo da Coloragao Total e o Ensino de Matematica

Segundo Furtado [3], dadas ¢ cores, Alice e Bob se alternam colorindo propriamente os vértices
nao coloridos de um grafo. O objetivo de Alice é colorir o grafo de entrada com as t cores,
e Bob deseja impedi-la, tentando aumentar o nimero de cores. Alice ganha quando o grafo é
completamente colorido com as t cores; caso contrario, Bob ganha.

Propomos abordar o jogo da Coloracao Total sob os ciclos C3 e Cy4, porém como sabemos
precisamente o nimero cromatico total destes grafos vamos considerar que as t cores fornecidas
para Alice e para Bob sejam iguais a 3 para o C3 e 4 para o C4. De um modo geral, a nossa leitura
do jogo da Coloragao Total sobre ciclos C,, considera que sao dadas xr(C,) cores, enquanto o
objetivo de Alice é colorir o (), utilizando no méaximo xr(C,) cores, o objtivo de Bob ¢ o de
impedi-la. Convém ressaltar, como observado por Furtado, que Alice e Bob podem usar qualquer
uma das x7(C),) cores no momento que desejarem. A fim de tornar a analise do jogo o mais
didética possivel vamos nos referir aos elementos dos ciclos C3 e Cy como indicado nas Figuras 3
e 4.

aBF\'a‘I

a2

v3 v2

Figura 3: O primeiro, o segundo e o terceiro vértices de Cs serao sempre considerados pelos vértices
rotulados de v1, v2 e v3, respectivamente. Para as arestas utilizaremos uma nomenclatura analoga, sempre
aumentando o rétulo no sentido horario. Fonte: dos autores.
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Figura 4: O primeiro, o segundo, o terceiro e o quarto vértices de Cy serdo sempre considerados pelos
vértices rotulados de v1, v2, v3 e v4, respectivamente. Para as arestas utilizaremos uma nomenclatura
analoga, sempre aumentando o rétulo no sentido horario. Fonte: dos autores.

4 O Jogo da Coloracao Total sobre (s

Vamos comecgar a anélise inicialmente admitindo que Alice comega jogando. Neste caso, sem
perda de generalidade, Alice pode jogar em qualquer um dos seis elementos presentes em Cj.
Vamos supor que Alice comece rotulando o vértice v1, como na Figura 5a). Em seguida, Bob pode
observar como o ciclo Cj3 foi totalmente colorido por 3 cores (veja a Figura 2a)) e tentar nao seguir
esta coloragdo. Neste caso, Bob escolhe rotular a aresta 2 de 2 (Figura 5b)). A partir dai, ndo é
possivel colorir o C5 com x7(C3) = 3 cores e Bob é o vencedor.

—

Figura 5: Duas rodadas do jogo da Coloragao Total iniciado por Alice. Fonte: dos autores.

Agora vamos considerar Bob como o primeiro jogador. Novamente, Bob comega colorindo o
vértice vl com a cor 1, sem perda de generalidade (Figura 6a)). Agora Alice procede a luz da
Coloragao Total para o C3 e colore, neste caso a aresta oposta ao vértice v1, rotulando-a de 1
(Figura 6b)). Esta estratégia de Alice ja assegura que a Colorac¢ao Total do jogo sera igual a 3,
pois onde Bob colorir ela mantém o mesmo rétulo para o elemente oposto e vence o jogo.

——

Figura 6: Duas rodadas do jogo da Coloragao Total iniciado por Bob. Fonte: dos autores.
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5 O Jogo da Coloragao Total sobre C)}

A anéalise para o jogo da Coloragao Total sobre o ciclo Cy se da a partir do fato de que
x7(C3) = 4. Neste caso, Alice deve conseguir colorir totalmente o Cy com exatas 4 cores, enquanto
Bob deve forcar que a Coloragao Total necessite de pelo menos 5 cores. Convidamos o leitor a
observar a Figura 7. Para que Bob seja o vencedor do jogo da Coloragao Total sobre o Cy é
imprescindivel que haja uma situagao como a descrita na Figura 7. Para esta situagao ocorrer
seriam necessarias 4 rodadas e, neste caso, Alice sempre conseguira evitar este cenario. Portanto,
independente de Alice ou Bob comegarem o jogo, Alice sempre venceré.

Figura 7: Situagao necesséria para que Bob venga o jogo no Cs. Fonte: dos autores.

6 Sobre o Jogo da Coloracao Total e o Ensino de Matemaética

De acordo com a Base Nacional Comum Curricular -BNCC, matematica é ntamero, jogo e lin-
guagem. Pelo seu viés, ndo é s6 um manancial de ntumeros, operacoes e formas geométricas é,
também, uma forma de ver e modelar realidades, uma estrutura de pensamento e um campo de
desenvolvimento de miltiplas habilidades. Os jogos de estratégia, os desafios 16gicos e os proble-
mas que exigem solugoes nao tradicionais sao exemplos de situagoes que despertam habilidades
matematicas para além dos contextos sociais e de seus usos.

Nesse sentido, com objetivo de caracterizar o jogo como recurso de ensino faz-se necessério que
ele apresente desafio aos alunos, além de entretenimento. Assim, quando da proposi¢do de um
jogo didético por um professor, em sala de aula, ele estard possibilitando aos estudantes poderem
elaborar estratégias variadas e compartilhé-las com os colegas. O professor permitiréd, entao, que
os estudantes ampliem os seus conhecimentos a partir de reflexdes conjuntas com os colegas de
turma, e entre todos estes e o professor.

Além da ludicidade promovida pelo jogo da Coloragao Total é importante ressaltar que cada
situagao descrita nas estratégias tomadas por Bob e Alice estao bem alinhadas com a proposta de
um jogo didatico e podem ser exploradas por professores de matematica em contato com os seus
alunos, visando nao sé enriquecer o conhecimento sobre teoria dos grafos, mas também a resolugao
pratica de problemas matematicos e tomada de decisoes no cotidiano.

Destacamos algumas habilidades da BNCC correlacionadas com o jogo da Coloracao Total:

e (EFO7MA15) Resolver um mesmo problema utilizando diferentes algoritmos;

e (EFO0TMAO6) Reconhecer que as resolugoes de um grupo de problemas que tém a mesma
estrutura podem ser obtidos utilizando os mesmos procedimentos;

e (EM13MAT315) Investigar e registrar, por meio de um fluxograma, quando possivel, um
algoritmo que resolve um problema.
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7 Consideragoes Finais

Durante a pesquisa, foi possivel verificar que alguns documentos curriculares nacionais, tal como
a Base Nacional Comum Curricular - BNCC, citam, sugerem e incentivam a utilizacdo de jogos
combinatoérios como recursos didaticos, promovendo diversas formas de pensamento, de interagao
e de colaboracao entre os estudantes.

Muito embora propomos um olhar sobre o jogo da Coloragao Total a partir dos ciclos C3 e
Cy, fomos capazes de entender a complexidade em fornecer argumentos suficientemente precisos
a fim de justificar os valores para o nimero cromatico total do jogo. Projetamos um estudo
profundo do jogo da Coloragdo Total sobre os demais ciclos, promovendo outras questdes que
certamente contribuirao para o desenvolvimento do jogo e tornarao o ensino da matemaética ainda
mais desafiador e interessante.
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