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Resumo. Neste trabalho abordamos o Método da Homogeneizacgao assintética para produzir
uma Solugdo Assintética Formal (SAF) de segunda ordem, usada como aproximagao para a so-
lugao da equagao de equilibrio de um cilindro heterogéneo de miiltiplas camadas em regime eléstico,
utilizando também a lei de Hooke como auxilio. A partir destes, sdo determinados os coeficientes
efetivos e é proposta a formulagdo matematica do problema homogeneizado. A anélise se estende
para diferentes niimeros de camadas, a fim de verificar como a solu¢ao se comporta para cada uma.
Por fim, diferentes simulagées numéricas sdo realizadas para a resolugao das equagdes diferenciais,
com o intuito de demonstrar a aproximacao entre a SAF e a solugdo analitica.

Palavras-chave. Homogeneizagao Assintética, Mecanica dos solidos, Modelagem Matemaética e
Computacional.

1 Introducao

Este trabalho apresenta o Método da Homogeneizacao Assintética (MHA), que é um den-
tre os diversos métodos de homogeneizacao utilizados extensivamente nas dreas de matemaética,
engenharia e ciéncia dos materiais por sua alta eficiéncia e precisao quando se trata da anélise
de solidos heterogéneos com estrutura micro-peri6dica [1], quando comparado com outros méto-
dos como, por exemplo, o método de elementos finitos [2]. O método facilita a solucao de
problemas envolvendo diversas categorias de compoésitos, como o caso do projeto de estruturas
piezoelétricas planas [4] e a avaliagdo das propriedades termoelasticas efetivas do concreto [3], ao
fornecer um problema homogéneo equivalente com coeficientes efetivos no lugar daqueles rapida-
mente oscilantes. Sabendo disso, este método foi escolhido para a solucao das equagoes diferenciais
que descrevem o deslocamento de um soélido heterogéneo de secao transversal eliptica com multi-
plas camadas periodicas. Para a apresentagao dos resultados foi escolhido o caso de 2 camadas,
objetivando de nao incrementar a complexidade ja presente neste tipo de geometria. Por fim, os
resultados foram comparados com o caso cilindrico, ou seja, quando a excentricidade da sec¢ao
eliptica tende a 0.

2 Abordagem do Problema

2.1 Equacgoes Fundamentais

Primeiramente foi desenvolvido o método utilizando coordenadas cilindricas, partindo da equa-
¢ao de equilibrio e da lei de Hooke [5], sob a suposigdo que o material permanece no regime linear
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elastico. E introduzido também um pardmetro geométrico pequeno & = % < 1, que representa a
estrutura periddica da microescala, onde [ e L representam as dimensoes caracteristicas da micro
e macro-escala do solido respectivamente. A equagdo de equilibrio (1) e a relagao de Cauchy [5]
podem ser escritas como

1
V.-o+ f=0, e:i(Vu—&—VuT)7 (1)

sendo ¢ o tensor de tensoes, f o vetor das forgas volumétricas resultantes que atuam sobre a barra,
€ o tensor de deformagoes e u o vetor deslocamento, que é nosso objetivo. Trazendo a equagao de
equilibrio apresentada nas equagoes (1) para o sistema de coordenadas polares, obtém-se,

1d(ro ou.
W9 | e =0, oi =243 2,

2
r dr (2)
onde p: ¢ o médulo de cisalhamento e A5 a constante de Lamé. Ressalte-se que as varidveis que
apresentam o ndice € representam o problema original. Unindo a equagao de equilibrio com a lei
de Hooke, ambas apresentadas na equagao (2), obtemos a equagao original na qual o método de
homogeneizagao sera aplicado,

10 < Ous -
r@r(c 8r>+fr—0’ (3)

onde C¢ foi utilizado para substituir a soma dos coeficientes uZ e A2, apresentados na equagao (2).
Deve-se evidenciar que a equagio (3) satisfaz as condigoes de contorno ué|r, = u’ e o, - n|p,= ul,
sendo I, e T'; os contornos (ver Figura 1), onde u° e u! sdo fungoes prescritas.

2.2 Meétodo de Homogeneizagao Assintotica

Para o inicio do processo de homogeneizagao, propoe-se uma solugéo assintotica formal (SAF)
para o problema heterogéneo, de modo a aproximar a solucao original,

u® (r,e) = ug(r,y) + eur (r,y) + >ua(r,y). (4)
Aqui ¢é introduzida uma nova varidvel y = £, chamada variavel rdpida, que acompanha a
microescala do material. Substituindo a equagao (4) em (3), encontra-se o seguinte,
1 d duO (T’, y) dul (7’, y) 2 du2 (Ta y)
C — =0. 5
Y R o)

Aplicando a regra da cadeia na equagao (5) e separando em poténcias de € que nao resultem
em indeterminagao quando € — 0, chega-se a,

e ?: a% <c (v) %) =0 (6)
Spew) g o) g en )
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Ja para a solugao das equagoes (6), (7) e (8), foi utilizado o lema encontrado em [1], que garante
a existéncia de solugao para equagoes lineares com coeficientes rapidamente oscilantes. Com isso,
solucionando a equagdo (6), chegamos a

ug = ug (1) (9)

O problema local possui uma grande importancia, pois é o que descreve o comportamento da

célula unitaria do corpo, obtido apos realizar uma separagao de variaveis na equagao (7), fazendo

com que uq(r,y) = Ny d(;()’ chegando entao em,

d dNy (y) o
i (cw P vew)-o (10)

Que é chamado problema local. Utilizando novamente o lema sobre a existéncia e unicidade
de [1], obtemos também,

_ (. = Qo [ C
Nl_/o (C(y) 1>dy’ LTodr o (C(y) 1>dy’ )

o={cw™) . (12

O parametro apresentado na equagao (12) é conhecido como o coeficiente efetivo do problema
estudado, onde (-) é o operador valor médio, definido conforme o seguinte,

() = %/V()dV: jt/ot /027r /Or(e) () rdrdfdz = %/A(-)dA, (13)

onde A denota a area do corpo de segao eliptica, ¢ sua espessura e V o volume total do soélido.
Com isso, o coeficiente efetivo pode ser reescrito, pois cada camada é individualmente homogénea
tendo seus respectivos valores C e Cy para o coeficiente de rigidez, ou seja,

c=all (@) (@)m)=a (e a) .

Por fim, resolvendo a equagdo (8) aplicando o valor médio em ambos os lados e pelo lema de
[1] chega-se finalmente em,

rdr

¢ d({j) — (F ) (15)

que resolvido nos déa o resultado da funcgao ug, que é o termo mais significativo da SAF e ira
ditar o comportamento do corpo na macro-escala. A equagdo (15) é conhecida como problema
homogeneizado. A equagao (15) deve satisfazer as condigdes de contorno ug|r,= f°

e 0,(uo) - nlr,= f!, onde f° e f! sdo fungdes prescritas.
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3 Andalise dos Resultados Numeéricos
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Figura 1: Corpo de estudo heterogéneo de N camadas com segao transversal eliptica e semi-eixo maior a;
e menor b;, com i =1,2,.., N. Fonte: Préprio.

Como dito anteriormente, para a solugdo das principais equagdes (10), (11), (12) e (15) foi
utilizado o software Mathematica e, com ele, fez-se os graficos dos resultados, variando os diversos
pardmetros inclusos no problema. Para fins de validagao dos resultados, foi também resolvida a
equacao analitica (3), que foi apresentada juntamente com a equagao homogénea (15), e foram
escolhidos os valores que maximizam a diferenga. Neste caso foi utilizado para a funcao C(r),
que define a variacao da rigidez ao longo da secdo do compésito, uma funcdo definida por partes,
cujo valor efetivo é 42.63 GPa, para representar a mudanga de camadas. Os materiais escolhidos
foram o ago para a camada interna e o concreto para a externa. A fungao f (r,e) = 005(1071'%) foi
escolhida como a fungao de solicitagao externa.

0 r<0
C(r) =14 262GPa r<r(0), C=42.63GPa, (16)
33GPa 1 <r3()

sendo que,

a;b; .
ri(0) = , i=1,2. 17
(6) V/(a;sin0)2 + (b; cos 0)2 (17)

Como se pode observar na equagao (17), teremos uma variagdo da solu¢ao com o angulo na elipse,
logo, foi escolhido o valor 6§ = 4.8 radianos para a apresentacao dos resultados. Observe-se também
que foram utilizados os moédulos de Young do ago (200 GPa) e do concreto (30 GPa) e seus
respectivos coeficientes de Poisson [5]. Estes podem ser relacionados com C(y) da seguinte forma,

__EW)
1—2v(y)

1—v(y)
1+ v(y)

Cly) ( ) (18)
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Figura 2: Variagdo do valor do deslocamento u em fungdo da distancia r até a origem para a barra
composita de segao transversal eliptica com 2 camadas. Fonte: Proprio.

Tabela 1: Comparagao entre as solugoes.

€ Solucao Homogeneizada (mm) Eq. (15)  Solugdo Original (mm) Eq. (3) |Au| (mm)

1 0.318 0.347 0.028
1/2 0.318 0.322 0.004
1/10 0.318 0.321 0.002

Na Figura 2 temos a comparagao entre a solu¢ao da equagio homogeneizada (15) e da original
(3) para diferentes valores de r, e para um composito eliptico com semieixos a; = 3mm e by =
2mm, para a camada interna e as = 9mm e by = 4mm para a externa. Os calculos da equagao
homogeneizada foram feitos para as condigbes de contorno up(2) = 0 e ug(4) = 1. Na Tabela 1
podemos verificar a aproximacao entre a solugdo homogeneizada (15) e a original (3) para alguns
valores de €.

Outra anélise realizada foi a dependéncia do coeficiente efetivo com o a excentricidade da
elipse, a fim de relacionar o resultado atual com o caso de um corpo com secao circular. Para isso,
a formula (12) foi reescrita em fungdo das propriedades de cada camada e da geometria,

- C1Cs
C = , 19
01(Cy — C1) + C1 (19)
onde,
V1 7Ta1b1L (lel V2 ’7Ta2b2L - 7ra1b1L a2b2 — a1b1
’Ul = — = = et ’()2 = — = = 5 (20)
1% Tas b2L agbg Vv 7ra2b2L a2b2
considerando que,
V1 + vg :1, (% :17’02, (21)

onde, v e vy sdo as fragoes volumétricas para o caso de um corpo de 2 camadas, para as camadas
interna e externa respectivamente. E possivel escrever a area da face eliptica (A) em termos da
excentricidade e e do semieixo maior a é,

A=a’my1 - e2. (22)
Usando a formula (22), a equagéo (22) pode ser reescrita como,
Vi dilmy/1—€3  ai/1—¢€? (23)
’Ul = — = =

Vo a2Ln\/1—e2  a\/1—¢e2
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ou seja, para um corpo de camadas elipticas com a mesma excentricidade, ocorre a simplificagao
do termo /1 — €2, fazendo com que a fracido volumétrica seja independente da excentricidade e
idéntica ao caso circular com raios 71 = a1 e 79 = ay. Portanto, para que houvesse uma anélise
independente para o caso eliptico, foram escolhidas elipses com excentricidade do tipo /1 — (ae)?
com 0 < a < 1, sendo que « denota o fator de escala da face eliptica interna para diferenciar as
duas elipses.

40f
38
P — a=0
[}
& a=0.2
G 36F — q=05
— a=0.8
— a=1
34 a
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

e

Figura 3: Coeficiente efetivo em funcdo da excentricidade (e). Foram usados os valores para o fator de

%, i,7 = 1,2. indicados na figura. Fonte: Proéprio.
i€

escala (a), onde o =

O coeficiente efetivo na Figura 3 é bem proximo do caso circular quando e esta proximo de 0.
Isso se infere da formula (23), pois tanto e; quanto es se aproximam de 0, e a fracdo volumétrica
se reduz a a? /a3, que seria idéntico a um circulo de raio interno a; e raio externo as. Ja quando
e tende a 1, temos as duas elipses (interior e exterior) tendendo a um segmento de reta, fazendo o
coeficiente efetivo tender um valor fixo. A seguir vé-se a curva do coeficiente efetivo em funcgao do
fragdo volumétrica. Verificou-se também que este comportamento é o mesmo que para o caso de
um composito cilindrico com secao transversal circular com as mesmas propriedades.

250+ -

200} —

150} / ]

C (GPa)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Vi

Figura 4: Coeficiente efetivo em funcdo da fragdo volumétrica, utilizando os mesmos materiais utilizados
na Figura 2. Fonte: Préprio.
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4 Consideracgoes Finais

Conforme o contetido apresentado neste trabalho, vé-se a eficiéncia e precisao do Método da
Homogeneizacdo Assintotica em 2 escalas em coordenadas cilindricas para um corpo de sec¢ao
transversal eliptica, considerando a simplicidade da solu¢cdo homogénea em comparagao com a
original. Também foi visto o célculo dos coeficientes efetivos, que contribuem para a solugao
homogeneizada, retirando a rapida oscilagao do meio heterogéneo. Com isso, foi observado também
que, em geral, o coeficiente efetivo dependente da excentricidade da elipse. Entretanto, caso
as camadas possuam faces com semieixos de mesma excentricidade, temos a independéncia do
coeficiente efetivo com a excentricidade.
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