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Resumo. Aplicamos as ferramentas da Teoria de Controlabilidade matematica para sistemas de
equagoes diferenciais, que descreve a dindmica de duas populagoes sujeitas a relagbes biologicas
interespecificas (predacdo ou de competigdo) e a perturbagoes externas (controle). Utilizou-se do
método de aproximagao em torno de pontos de equilibrio para estudar a controlabilidade local de tais
sistemas. Realizamos uma analise para determinar se Modelos tipo Lotka-Volterra e Modelos
de competicao aplicadas a Cancer, apresentam a propriedade de controlabilidade local, o que é
garantido para determinados pontos de equilibrio. Tal propriedade consiste em garantir a existéncia
de um controle de tal forma que a solugao do problema satisfaz que z(7) = z1 para cada par {zo, z1}
numa vizinhanga de algum ponto de equilibrio do sistema. Aqui, 2(t) denota o vetor que representa
as populagoes num tempo t > 0 e g denota o vetor das populacdes iniciais.
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1 Introducao

O presente trabalho elucida como ferramentas matematicas da Teoria de Controle, que sur-
gem no contexto da engenharia de controle, podem ser aplicadas em &areas como a biologia, em
especial, em modelos de competicao tipo Lotka-Volterra. Acreditamos que a aplicagao
dessas ferramentas na biologia fornece novas perspectivas de intervencao nos modelos, visando
resolver problemas ja colocados em discussao e eventualmente com outras propostas de solugao.
Para esse estudo, [1], [6], [3], [4] e [8] foram as principais referéncias utilizadas. As equagdes de
Lotka-Volterra modela um tipo de relagao interespecifica, onde o desenvolvimento da espé-
cie denominada "predadora"depende fundamentalmente da espécie denominada "presa'da qual se
alimenta. No entanto as presas compiten pelos recursos ou espago. Esse tultimo tipo de relagao
entre as presas é chamada de relagao intraespecifica.

Consideramos outro exemplo, o0 modelamento do cancer, que ainda traz muitos desafios desde
o ponto de vista da matematica, mesmo em ambito mais elementar. Assim, na nossa abordagem a
denominaremos dindmica tumoral para discorrer sobre o crescimento e tratamento de tumores
(controle). Embora esta visdo possa parecer superficial, elucida aplicagdes importantes do ponto
de vista da Analise Matematica Aplicada.

A dindmica tumoral considera fatores como crescimento das populagoes celulares e interagoes
com o ambiente circundante [7], [3]. Para o funcionamento ideal do corpo humano, sdo necesséarias
diversas estruturas para realizar fungoes como obtencao de energia, nutri¢ao e reproducao. Exem-
plos primordiais sao as células saudaveis ou normais, que coexistem em perfeita harmonia,
realizando divisoes celulares para repor células velhas e regenerar tecidos danificados.

Um dos meios para que ocorra a divisao celular é a mitose [7], onde uma célula (chamada
célula-mae) é capaz de gerar outras duas (as filhas) que sdo geneticamente idénticas a ela. A fim
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de que se mantenha o padrao saudavel das células, existem estimulos reguladores que restringem
a mitose em caso de alteracio do DNAZ, evitando com que ocorram mutacoes genéticas.

No entanto, esse processo nem sempre tém éxito, e com essa falha sdo geradas as células
geneticamente modificadas, que podem progredir para células tumorais ou anormais, também
capazes de realizar a mitose. Mesmo assim, se o organismo for capaz de reprimir a proliferagao
celular e reparar o dano causado ao genoma, a origem de células tumorais pode ser interrompida
nas etapas de multiplicagao celular. Com efeito, caso ocorram falhas nos estimulos reguladores e
as células anormais continuem se multiplicando, entao serao capazes de se propagar e ocasionar no
aumento do volume de tecidos, manifestacao conhecida como tumor ou neoplasia. O cancer é
caracterizado pelo crescimento descontrolado de células que podem ou nao se espalhar por outros
orgaos ou tecidos. Uma das mais preocupantes adversidades do cancer é a formacao de metastases,
constituindo novos tumores a partir de outro, mas sem continuidade fisica entre os sitios tumorais.
Nesse sentido os tratamentos (cirurgia, quimioterapia, etc.) podem ser modelados como uma
perturbacdo externa, controle, na dindmica tumoral afim de controlar as células anormais.

1.1 Equacgao diferencial do modelo Lotka Volterra

Considerando 1 (t) como a quantidade de uma populagao de presas e x2(t) a quantidade de uma
populagao de predadores estabeleceremos o sistema que modela a interacao entre as espécies. Sendo
a > 0 a taxa de crescimento da presa (dada naturalmente pelo nascimento de novos individuos)
e 1 > 0 o parAmetro de interagao entre as espécies de presa e predador, considerando a hipétese
de que o meio condiciona & populagao de presas para um crescimento logistico, com constante de
suporte ki , temos que:

. L. . LL'l T1
taxa de crescimento logistico especifico das presas : o =« (1 — kl) — UTa,

Ja no caso do predador, podemos fazer uma construgao analoga, no entanto, deve-se vislumbrar
que, em um ambiente sem alimento (presa), a populacdo de predadores tendera a decair de modo
exponencial, ou seja, com uma taxa de decaimento —3 < 0. Porém, devemos nos lembrar que a
existéncia de presas proporciona o crescimento do nimero de predadores. Logo, sendo § > 0 o
parametro de interacao entre as espécies, obtemos:

/
. s I
Taxa de crescimento especifico de predadores : =2 = —f + dx;.
T2

Consideraremos uma situacao hipotética, na qual serd necessario controlar uma das populagoes.
Assim, o modelo de Lotka-Volterra com controle u(-) é dado por:

() = am (1 - ?) — [Towy —u
1
z5(t) = —Pra+br1me (1)
fﬂl(O) = xl,O
(EQ(O) = xg’o.

em que, 1,0 € T2,0 Sa0 as populacoes iniciais das presas e predadores, correspondentemente.

1.2 Equacao diferencial do modelo de crescimento tumoral

Consideramos o modelo desenvovido por Robert Gatenby [2], este modelo é baseado na compe-
ticao de células normais e células tumorais, isto é, competidoras pelo espago e outros recursos em

2 Acido Desoxirribonucleico, capaz de armazenar informacdes genéticas.
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algum volume do tecido dentro de um érgao. Nesta analise, a heterogeneidade de células tumorais
e os tipos de células normais no tecido normal sao simplificados supondo uma dominéncia normal
1 e uma populacao tumoral zo existentes em um dado tempo. Aqui, consideramos « e 8 como as
constantes de crescimento das células 1 e x5 respectivamente e os pardmetros ai2 € a1 represen-
tam os coeficientes de competigdo interespecifica. Adicionalmente, consideramos um controle u(-)
que afeta negativamente a ambas populagoes de células (por exemplo quimioterapia) com as taxas
0 < p1 < peo, para obter o seguinte modelo

21(t) = axy (1 —apz122) — 1210

@a(t) = Pag (1l —ax172) — poxau ()
331(0) = T1,0

,132(0) = ZC270.

Observagao 1.1.

o Veja que, quando a1 = as; = 0 o sistema € desacoplado e obtemos dois equagdes que modelam
o crescimento para cada tipo de célula x1 e xs.

o Denotando por (- )" a transposta de uma matriz ou vetor, x = (x1,x2)" e o = (21,0, %2,0)’,
as equagoes (1) e (2) podem ser reescritas como

@ = flx) —g@)u, 2(0) = (3)

Onde g(z) = (1,0) na equagdo (1) e g(x) = (u121, pox2)’ na equagio (2)

2 O Problema de Controle

Sejam 7 € RT, z € R", f(z) e g(z) campos vetoriais de classe C'! definidos num subconjunto
aberto V de R™. O Problema de Controle consiste em determinar se uma solugao do sistema

o' = f(x) - g(@)u, 2(0)=a (4)

pode alcancar um resultado almejado b = x(7), por meio da inclusdo do controle u : [0,7] — R
mensuravel e essencialmente limitado em [0, 7]. Isto é,

we L®([0,7];R) :={w: [0,7] = R | w & mensuravel e essencialmente limitado}.
E conhecido que, L>([0,7]; R) é um espago de Banach com a norma do supremo essencial:
[|w||oo := ess sup {|w(t)| ; ¢t €0,7]}. (5)

Para estabelecer a definigao de controlabilidade consideramos a notagao: f(z)—g(z)u = F(z,u).
F(-,-) é um campo vetorial definido num subconjunto de R™ x R e a partir de agora consideraremos
o Sistema de Controle:

¥ = F(z,u). (6)

A controlabilidade de (6) sera estudada por meio de uma Fungao de Transi¢ao F, com dominio
D C R™ x L*([0,7]; R),

F:D — R*"xR* : (a,u) — (a,z(1)). (7)
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A fungao F retorna o estado final z(7), dado um estado inicial a = x(0) e um controle u €
L*>([0,7];R) em que, z(-) é um caminho diferenciavel que satisfaz a equagao (6). No caso em que
F(z,u) for um campo linear de vetores, isto é

F(z,u) = Az — Bu
usamos a definigdo que segue:

Definigao 2.1 (Sistema Linear Controlavel). Sejam A € R"*" e B € R"*! matrizes de constantes.
O Sistema & = Ax — Bu € dito Controldvel, se F : R™ x L*°([0,7];R) — R™ x R" for sobrejetiva.

Existe um resultado que carateriza a controlabilidade no contexto linear, conhecida como o
Teorema de Kalman [4], [5]. Tal teorema afirma que o Teste de Kalman,

rank [B AB A’B --- A"'B] = n, (8)

é uma condi¢ao necessaria e suficiente para o sistema & = Ax — Bu ser controlavel. A seguir
apresentamos o Teorema de Boa colocagao para sistemas de controle nao lineares.

Teorema 2.1. 3 Sejam 7 € RT, V um subconjunto aberto de R™ e i = F(x,u) um Sistema de
Controle satisfazendo as hipdteses (H1)-(H2):

H1) F(-,u) € de classe C* em V, para cada u € R;
H2) F(-,-) e %£(-,-) sdo de classe C° em V x R.
Entao, para toda func¢ao w € L*([0,7];R™) e todo xy € V, existe um subintervalo ndo vazio
J C[0,7], 0 € J, e existe £ : [0,7] = R™ uma solugao de

) = FE@),wd), tel (9)

€0) = 0. (10)
Além disso, a solugao € maximal e tunica, isto €, se

e:J =V
é outra solucao de (9)-(10), definida num subintervalo J' C [0, 7], entdo necessariamente
JcJeE=cemJ.
Definigao 2.2 (Controle Admissivel). Sejam 7 € RT, w, x¢ e J nas condigoes do Teorema 2.1.
Se J =10,7], entdo w é chamado de controle admissivel para xy.
Observe que se f,g € C!, entdo F(x,u) = f(x) — g(x)u satisfaz as hipoteses (H1)-(H2). Além

disso, as derivadas parciais sao dadas por:
OF [df] {dg} oF
b e B IO B Pt

dr  |dx dx

Logo é facil verificar que a diferencial dF[,-] é definida como:
dF[,]] : VxR — L(R"xR;R")
(x,u) +— dF[x,u]

em que,
df

.
dx

dF [z, u] - (A ) = { %

3Para a demonstragdo, ver [8].

(x) + ] A — gl@)p, V(\p) eR"XR.
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Definigao 2.3 (Solugao de Equilibrio). Sejam V um subconjunto aberto do R™ e f,g :V — R™.
Um Ponto de Equilibrio ou Solucao de Equilibrio do sistema

i = @) gl (1)
é um par (z*,u*) € V x R tal que

f(@®) = g(z")u” = 0.
Definigao 2.4 (Controlabilidade Local). Dizemos que o sistema (11) é Localmente Contro-
lavel em torno a (z*,u*) (ponto de equilibrio) se para todo T > 0, existe 6 > 0 com a se-

guinte propriedade: ¥V a,b € {x € R" ; ||z — z*|| < d}, existe w € L®([0,7];R) tal que
[lut) —u*|| <7, Vt €0,7] e

z = f(z) —g(z)u(t), z(0)=a = x(r)=h.

De acordo com Coron [1] a caraterizacao da controlabilidade local é um problema aberto para
sistemas de controle gerais. No entanto, ha ferramentas poderosas que garantem condigoes sufici-
entes, O Teorema 2.2 * mostra que, se um sistema de controle linearizado em (z*,u*) é controlavel,
entao o sistema de controle nao linear é localmente controlavel nesse equilibrio.

Teorema 2.2 (Teorema de Controlabilidade Local num ponto de equilibrio). Considere o sistema
ndo linear (11), (z*,u*) um ponto de equilibrio, A = [%(w*) — u*%(m*)} e R™" B =g(z*) €

R™*L. Se det [B AB ---A"_lB} # 0, entdo o sistema (11) € localmente controldvel em torno a
(x*,u*).
3 Controlabilidade Local aplicada a sistemas biologicos

Consideraremos uma situagao hipotética, na qual existem duas espécies coexistindo, com suas
populagoes se desenvolvendo com base nos modelos supracitados e serda necessério controlar uma
das populagoes.

3.1 Controlabilidade do Sistema Lotka Volterra

Para a solugao de equilibrio do sistema (1) usamos a notacao E = ((z1+,xe+),u*). Ademais,
serdo considerados «, 8, p, d e k positivos, x1+, T2+ € u* ndo negativos, garantindo as hipoteses
biologicas. Tais pontos de equilibrio sao:

e = (% —y/()7 -5 o) n)ivae ok
o5t = ((%+VE -5 0) )i vie bk
s ma) = (5. 3-8 -%) . 0) s vhe g (1-4)]

Dando sequéncia ao processo de linearizagdo do sistema (2), podemos calcular A = [%(z*)],

B =110] e a determinante da matriz [B AB] correspondente a cada ponto de equilibrio:

2xii
o det [By AFBy] = det ( -t (1_ " ) ) 0.
0

0

4Tal teorema trata-se de uma adaptagio dos Teoremas 3.6 e 3.8 de Coron [1].
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6
1 _ho
e det [By AsBs] = det 5 155 o #+ 0 se O§h<%ﬁ<1—%),
0 -2 (a2 _2¢
N( B 5k1>

Aplicando o Teorema 2.2 obtemos que o sistema (1) é localmente controlavel en torno de Ea(h).

3.2 Controlabilidade para sistemas de dindmica tumoral

Para a solugéo de equilibrio do sistema (2) consideramos a, 3, aj2 e as; constantes positivas.
Sejam 0 < 1 < uo, garantindo as hipoteses bioldgicas, logo as solugoes de equilibrio sao:

e Ei(h) = ((0,0),

o Ex(h) = ((o,h)

h) , h>0.
B
pe

) . h>0.

o Ey(h) = ((h,o),ﬁ) , h>0.

1-k2h y mh
B o B
<( o ) , h> , O<h<mm{#1 M}.

Dando sequéncia ao processo de linearizagio do sistema (2), usando derivadas parciais, podemos
calcular A = { (z*) +u* dg( )} , B = g(z*) e adeterminante da matriz [B; A;B;] correspondente

[ ] E4(h)

a cada ponto de equilibrio F;:

e

0 0
o det [Al AlBl] = det< 0 0 ) =

)=
)=

o det[Ay AyBy] = pipapg ((— — h) Lo — (— - h) )

Observagao 3.1.

o det [AQ AQBQ] = det< M

0

0

0

o det [Ag Ang] = det < 0

e Na determinante de [Ay AyB4], o0s valores para p e q estao definidos na expresao de Ey4(h).
Além disso, aplicando o Teorema 2.2, o sistema (2) é localmente controldvel en torno de

E4(h) se h # T TR

4 Consideracgoes Finais

A partir do estudo dos modelos (1) e (2), e visando controlar uma das populagdes, em ambos
modelos foi inserida uma perturbacao u. Uma vez que as ferramentas da Teoria de Controle
Linear nao podem ser utilizadas nesse problema, entao foi necessario partir para a utilizacao das
ferramentas de controle especificas para casos nao lineares. Nesse contexto, inicialmente foram
determinados os pontos de equilibrio F = (z*,u*) dos sistemas, para entao desenvolver o processo
de linearizagao em torno destes pontos. A proxima etapa caracterizou-se por aplicar a Teoria de
Controle Linear, em especifico o Teste de Kalman (ou da determinante), nos sistemas linearizados.
Por fim, aplicando o Teorema 2.2, da Secao 2, chegamos nas seguintes conclusoes:
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1. O Sistema de Lotka-Volterra (1) é localmente controlavel em torno de cada ponto (z*(h), h) €
Erv C R2 x R,

- B8 «a hé af af 8
frv = {((5 uﬂuuékl) ’h> ’ 0§h<5(16k1> }

2. O Sistema (2) que modela a dindmica tumoral é localmente controlavel em torno de cada
ponto (z*(h),h) € Ec C R? x R,

1— % 1— pih
EC = ) & ) h
az1 ai2

fHL _ k2
O§h<min{a,6} e h # 24

M1 2 Hi — H2
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