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Resumo. O estudo concentra-se na analise de materiais compositos bifasicos com periodicidade bi-
escala e propriedades viscoelasticas lineares em um contexto unidimensional. Propoe-se um método
alternativo para calcular os coeficientes efetivos derivados da homogeneizagao assintotica sem preci-
sar empregar a transformada de Laplace-Carson. Para isso, sdo utilizadas fungoes lambda, também
conhecidas como fungdes andnimas, tipicas de linguagens de programacéo funcional. A comparagao
entre ambas abordagens é feita considerando critérios de complexidade e precisdo computacionais.
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1 Introducao

Em 1874, Ludwig Boltzmann propoe um modelo matemético para descrever materiais vis-
coelasticos utilizando equagoes diferenciais. Neste mesmo contexto, em 1909, [10] elabora uma
abordagem mais descritiva ao estudar equagoes integro-diferenciais em problemas nao necessaria-
mente continuos, apresentando o conceito de “hereditariedade” em sistemas mecanicos, atualmente
reconhecido como principio da memoria. Apos esse periodo, o crescente aumento da utilizagao de
polimeros na industria demandou uma abordagem robusta que descreva a teoria da viscoelastici-
dade. Livros-texto como [7] e [2] (1972 e 1982, respectivamente) formalizaram conceitos reologicos,
termomecénicos, aplicagoes em fluidos, materiais compoésitos simples e casos viscoelasticos nao-
lineares, incorporando hipdteses da mecanica do continuo, termodinamica e analise variacional.

O desenvolvimento de ferramentas para anilise matemética de materiais compositos viscoe-
lasticos mais complexos é abordado em trabalhos como [8] (1979). Livros como por exemplo [1]
(1989), entre outros, formalizam a aplicacdo do método de homogeneizagao assintotica em estru-
turas periddicas de diferentes tipos, incluindo problemas viscoelasticos nao-lineares. Embora a
homogeneizacao assintotica simplifique a anélise ao propor coeficientes efetivos, a crescente com-
plexidade na modelagem e simulacao de estruturas compostas, juntamente com a distribuicao
intrincada de propriedades mecénicas, requer o uso de métodos computacionais. Isso permite
automatizar processos de manipulagao de informagao e facilitar o calculo dos coeficientes efetivos.

Neste trabalho, apresenta-se uma metodologia que utiliza manipulacao vetorizada de fungoes
lambda, como argumento de fungoes mais complexas, para implementar computacionalmente a
expressao analitica que calcula o coeficiente efetivo de uma estrutura composita homogeneizada.
Embora a implementacao esteja focada inicialmente no caso bifasico com distribui¢ao uniforme,
visando comparagao e valida¢ao com casos de estudo da literatura ([4] e [3]), a abordagem é flexivel
e pode ser estendida para lidar com estruturas compostas por miltiplas fases nao-uniformes.
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2 Descricao e delimitacao do problema

2.1 Equagoes de governo e constitutivas para um meio viscoelastico

Devido a natureza estéatica do problema, é usada a equacao de equilibrio para meios continuos.
A solugao é obtida em funcdo dos deslocamentos u(zx,t), seguindo a relagdo constitutiva entre
deformagdes €(u) e tensdes o(e) [2]. Essa relagio diferencial, baseada no principio de superposicao
de Boltzmann, é a base de modelos como Maxwell, Kelvin-Voigt, entre muitos outros [2]:

V-o(z,t)=0 Ve eR,teR. (1)

P ; q
8’L
> Pi(w) gzo(u E: W (u), onde g>p>1. (2)

i=0
Usando (2) e (1), o problema é expresso com P’s e )’s representando as propriedades mecanicas

em estado estacionario. A abordagem integral de Volterra [10], mais descritiva, considera o historico
continuo de deformagdo por meio de uma sequéncia uniformemente convergente [2, 5|:

o(x,t) / R(z (J: t)dr ou o(x,t) :/0 R(x,t — 7)de(x, 7). (3)

Atendendo ao principio da memoria [2], o mddulo de elasticidade & o caso inicial do mddulo
de relazamento em estado transitorio, isto é E(x) = R(z,0) [8]. Entretanto, a teoria linear da
viscoelasticidade é limitada na descrigdo de fluidos [2]; um comportamento semelhante ao solido
assume que u(x,t) é suave e sem rotagoes locais significativas, implicando tensor e(u) simétrico:

e(u) = % [Vu+ (Vu)'], onde Vu=(Vu), e(u)= Vu(z,t). (4)

Um operador R(e), interpretado como o tensor de nicleos de relaxamento [8], é usado para
simplificar a notagao de (3) [2]. Assim, substituindo (3) e (4) na equagao de governo, obtém-se:

t e(t)
V- [R (Va(e,£))] = 0, onde R(.):/O R(:c,tT)aaT(o)dT/(o) Rzt —r)de(e).  (5)

2.2 Expansao assintética - equagao homogeneizada

Um corpo heterogéneo com estrutura periodica, modelado por um subdominio replicado (célula
bdsica), ¢ o foco da analise. Com L; e €; como comprimento do corpo e da célula, segundo uma
diregao espacial j, tem-se que: €; < L; [1]. No caso unidimensional néo é necessério usar o indice
“4”. Também, o problema tratado é bi-escala devido a distingao entre a waridvel global x e a
varidvel local ou rdpida y = xe~' [1, 6, 8]. Com isto, R(z,t) pode ser expresso de uma forma
e-periodica: R(z,t) ou R(y,t) = R(y + 1,t) Yy € D. Entretanto, o coeficiente efetivo R(t) é uma
distribui¢do independente de z e y, representando qualquer R(y,t) sem oscilagdes [1].

O método de homogenizagao propoe uma solugao utilizando uma série de poténcias de €. Con-
sequentemente, aplicando a regra da cadeia bi-escala d(e)/dx = 0(e)/0z + ¢ 10(e)/dy, tem-se:

8

u(z,t) = Z oz, y,t) = Cvo(z,y,t) + e'vi(x,y,t) + Eva(,y,t) +--- , y==. (6)
k=0

> (€ Lonlvr) + 7 (Lya(vk) + Lay(vr)) + 2Ly, (0r)) =0, Lag(e) = aﬁ [R (a(')ﬂ. (7)

k=0
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O operador L,g simplifica a notagao, sendo o, 8 = z,y de forma intercambiavel. As solugoes
v, de (6) sdo obtidas por truncamento dos termos de (7) [1, 3]. A primeira solucéo ¢ independente
de y, ou seja, vo(z,y,t) = vo(x,t) [1]. Esse resultado é aplicado em um problema de recorréncia,
onde vy, facilita a solugdo de viy1, consequentemente, é proposto o seguinte problema local [1]:

o1, (0 ) _
2R (2Nt 0wl = Nl et Nl = N0 ©

A média sobre o periodo da fung¢ao local é nula, fol Ni(y,t)dy = 0, por ser e-periddica [1]. Este
raciocinio é formalmente abordado em [1, 3, 6]. A final, é possivel reescrever (6):

2

u(z,t) = vo(z,t) + eNl(xe_l,t)(,%vo(x,t) + eQNQ(xe_l,t)%vo(x,t) +0() ,e—=0. (9

O(€) ~ O(n) = max |u(, £) — vo(, )] < % , neN*. (10)

Onde n é a quantidade de regides €2; da célula. Note que (9) mantém as mesmas condigoes de
contorno e iniciais do problema original: u(0,t) = v (0,t), u(1,t) = vo(1,t) e u(z,0) = vo(z,0) [1];
assim, o problema homogeneizado e o coeficiente efetivo podem ser expressos da seguinte forma:

2 1 -1
RH(t)%Uo(.%‘,t) = 07 RH(t) = |:/0 R(;,t) dy:| . (11)

Em muitos casos, abordagens semi-analiticas, como a transformada de Laplace ou a transfor-
mada de Laplace-Carson, sao utilizadas para simplificar o computo da Equagao (3) e especialmente
da Equagao (11) para calculo de Ry (t). No entanto, a transformacao inversa nem sempre é direta,
frequentemente exigindo ferramentas numeéricas, conhecidas por seu custo computacional relativa-
mente alto e por sua convergéncia numérica muitas vezes instavel.

3 Metodologia

3.1 Algoritmo computacional

Para o calculo do coeficiente efetivo, desde um ponto de vista computacional, o argumento
de entrada ¢ a funcdo R(y,t), enquanto o de saida é Ry (f). Por essa razao, é utilizada uma
sequéncia finita de invocagoes de fungbes lambda, cuja sintaxe permite manipular fungdes como
argumentos de outras fungoes, o que se mostra vantajoso nesse contexto. Da mesma forma, os
modelos constitutivos de cada regiao aninhada na célula periddica sao argumentos de entrada para
a definicao de R(y,t). Este raciocinio pode ser escrito utilizando o formato de fungdes computéveis:

{Ru(t)} =RE{R(y, 1)}, {R(y,t)} =R{Ri(y,t),---, Ru(y, 1)} (12)

A fungao computavel RH implica que a discretizagao temporal nao esta vinculada com a precisao
do resultado se, somente se, y é independente de ¢; note que isto nao é verdadeiro em problemas
que consideram envelhecimento ou periodicidade transitoria. A fungdo computével R monta os
arranjos de dados, utilizando vetorizagdo, para a implementagao eficiente de RH. Contudo, o poder
computacional deste tipo de sintaxe nao é evidente em implementagdes que envolvem lagos (for,
dowhile, etc.), os quais sdo evitados. Assim, a discretizacdo temporal é implementada como um
vetor t de comprimento ajustado ao caso de estudo especifico. Esta tltima consideracao permite
aproveitar, em toda invocagao de uma fungao computéavel, bibliotecas e hardware otimizados para
o processamento vetorizado de dados (manipulagdo de arrays ou arranjos).
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Por outro lado, a discretizagao de y esté diretamente relacionada ao nivel de precisao necessério
para garantir reproduzir a distribuicao de propriedades de cada regiao §2; da célula. Essa precisao
pode ser ajustada nas proprias ferramentas de integracao numérica, porém esté sujeita aos limites
de precisao do hardware disponivel. Assim, a discretizagao espacial é implementada como um vetor
y de comprimento que resulte compativel com quantidade necesséria de parti¢des do periodo e.

O seguinte algoritmo, em pseudo-codigo, descreve a funcao R aninhada na fungao RH:

1: procedure COEFICIENTE EFETIVO

2 Condigoes de contorno - Dirichlet, na célula, isto é: y(1)=0 e y(end)= 1.

3 Discretizagao de t. Discretizagao de y, interna as regioes €2;. Note que y(k) —y(k-1)< e.
4 function Biblioteca de materiais, repetir parat=1:n

5: function Material 4

6 Fungoes auxiliares para as Equagoes (15) e (16): R;1(y,t), Ria(y,t), - -.

7 Kernel, Equagoes (15) ou (16): {R;(y,t)} = Ri{Ri1(y,t), Ria(y,t), -}

8 Retorna o vetor: Ri. Equagoes (15) e (16) em funcdo da discretizagao de ¢.
9 end function

10: Retorna os vetores: R1, ---, Ri, ---, Rn. De acordo com a quantidade de fases.

11: end function

12: function Funcao lambda periodica R(y,t), esta é a fungdo computavel R da Equagao (12).
13: Montagem de acordo com o caso de estudo. Retorna: R=R1U--- URi U---URn

14: end function (No caso unidimensional bifésico trata-se apenas de um vetor R1UR2)

15: Fungao lambda para inversao, elemento-por-elemento, de R, isto é: iR= 1./R.

16: Funcgao lambda para integracao por quadratura de iR, e.g: SE= quadv(iR,y(1),y(end)).
17: Fungdo lambda para inversdo, elemento-por-elemento, de S, isto é: RH= 1./8.

18: end procedure

As operagoes que introduzem erros de precisdo numérica incluem a inversao de R, a integracao
de iR e a inversao de S. Enquanto a integragao de iR é computacionalmente intensiva, as demais
etapas sao procedimentos complementares de manipulacao de dados. Este algoritmo, sem lagos, é
otimizado para linguagens de programacgao como MATLAB®) ou GNU Octave. Se os vetores Ri
forem independentes de y, elimina-se a necessidade de discretizacao espacial. Neste caso especifico,
a instrugao que inverte o conjunto R elemento-por-elemento é analoga & seguinte expressao:

1 1
R(t) = i i i =75 5 Sum (13)
Jor mea W+ o W T, w0+ e+

Cada dy; representa o comprimento da regiao €2;; neste caso, a integragdo por quadratura nao
¢é mais requerida. Dentro do contexto dos casos de estudo a serem abordados, estruturas biféasicas
unidimensionais com distribuigdo uniforme, ou seja: n = 2, a expressao (13) é simplificada:

Ri(t)Ra(t)
(1= ¢)Ru(t) + dRa(t)’

Assim, a fungdo RH neste trabalho corresponde a equagao (14); iR e S nao sao usadas.

R(t) = oy = ¢, dya=1—¢. (14)

3.2 Resultados do estudo de compésitos bifasicos viscoelasticos

Apesar das limitacoes dos modelos viscoelasticos baseados em arranjos mola-amortecedor, o
modelo de sdlido linear padrao [7] é adotado nos dois primeiros casos de estudo. A funcao lambda
periodica, R(y,t) — R = R1U---URn, pode ser implementada com parametros como o modulo
elastico F;, modulo viscoso 1;, modulo viscoeldstico M;, e uma razao de relaxamento r; = 1; /M.

{Rl(t) =Fi+Met/"m se0<y<¢ €,

R(yvt) = (15)

Ry(t) = Ey+ Mae™"/™ se g <y<1 €y,
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onde cada R;(t) apresenta um comportamento tnico, de acordo com o modelo viscoelastico Zener,
o que é abordado nos primeiros dois casos de estudo. No terceiro caso, a estrutura da Equagao (15)
é utilizada com um modelo diferente. A fungao lambda, composta por quatro parametros («, (3 e
A sem interpretagdo fisica, e ;1 como modulo de cisalhamento), é modelada pela fragao exponencial
nucleo de Scott Blair e Rabotnov, apresentada na equagao abaixo:

_ﬁi)ktk(lfai) 1 )
O, Bi=——7, 1<i<n. 1
(k+ 1)1 — a;)] © A T = (16)

N
Ri(t) =\ ita‘
Sy

As Equagoes (15) e (16) foram abordadas em [3, 4] usando a versdo analitica da transformada
de Laplace-Carson, de acordo com o principio de correspondéncia viscoelastico-elastico. A versao
numérica (como o programa “invlap” do MATLAB®)) da transformada inversa foi usada para
retornar ao dominio temporal. Os resultados desses trabalhos sao comparados com os do algoritmo
proposto neste trabalho, que nao utiliza transformacgoes, considerando trés casos de estudo.

3.2.1 Caso 1: Compésito unidimensional bifasico viscoelastico - Validagao

Os exemplos numéricos unidimensionais abordados em [3, 4] sdo casos que ndo possuem uma
interpretagao fisica, mas estdo corretamente montados para a validagdo e comparagdo. O presente
trabalho propoe, paralelamente, parametros adicionais ajustados para situagoes mais realistas,
utilizando coeficientes extraidos de tabelas de materiais. Ambos os grupos de parametros sao
ilustrados na Figura 1, considerando diferentes valores de fragao volumétrica ¢. Para fornecer
comparagoes praticas, sao apresentados dados de propriedades de vidros de silica aquecidos e
polimeros fragilizados, de acordo com [9]. No primeiro caso, de acordo com a Equagao (15), os dois
grupos de pardmetros sdo os seguintes (note que o primeiro grupo nao possui unidades fisicas):

(a) By =06, M;=04, m =012; FE;=136364, M, = —0.363636, 72 = —0.0991734.
(b) Ey =70 GPa, M; =70 GPa, n; = 10 TPas; Es =20 GPa, Ms = 20 GPa, 2 =5 TPa s.

140

3], —Modelo p‘roposto,‘gb —05
+[3], =Modelo proposto, ¢ = 0.7/ 120

0.9 [3], —Modelo proposto, ¢ = 0.9

100 -

0.8+ 80
o] B0 T
0.7 + .
40
0.6 : : : : 20
0 1 2 3 4 5} 0 20 40 60 80 100
(a) Ru(t) vs. t (b) Ru(t) [GPa| vs. t [Dias|

Figura 1: Coeficiente efetivo de um composito viscoelastico bifasico em fungao do tempo e da fragao
de volume ¢. (a) Comparacao com [3], (b) Exemplo com dados realistas. Fonte: dos autores.

De acordo com o primeiro grupo de parametros, Figura la, é possivel verificar que nao ha uma
perfeita semelhanga entre as curvas de [3] (linhas tracejadas) e as curvas calculadas com o modelo
presente (MP, na legenda). Essa diferenca é mais acentuada quando a fragio volumétrica aumenta.
No entanto, o valor assintético, quando ¢ > 2, é o mesmo para ambas as abordagens.
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3.2.2 Caso 2: Composito unidimensional bifasico elastico-viscoelastico

Este caso é semelhante ao anterior, comparando grupos de parametros mas usando valores
numéricos diferentes, todos ilustrados na Figura 2 (o primeiro grupo nao tem interpretagao fisica):

(a) By =3.162, My=0, m —o0; Es=0, My=2512, 1 ="T8.5.
(b) By =80 GPa, M; =0 Pa, 51 - oo Pas; FE;=0Pa, Mo =70 GPa, n, =9 TPa s.

3.5 ‘ : : 80
[3], —Modelo proposto, ¢ = 0.1

= [3], —Modelo proposto, ¢ = 0.7

- [3], —Modelo proposto, ¢ = 0.9 60 -3

—Modelo proposto, ¢
—Modelo proposto, ¢
—Modelo proposto, ¢
--Fase 1, R1(y,t)
--Fase 2, Ra(y,t)

0.1
0.7
0.9

40
1.5 1
Lr 20
0.5 e °°°°°°°°°°u°°<°°°°°v¢ogw \\\\\\\\\\\
O . : 0000000000000¢ 0 i ; i : R ——|
0 50 100 150 200 250 300 0 100 200 300 400 500 600
(a) Ru(t) vs. t (b) Ru(t) [GPa| vs. t [Dias|

Figura 2: Coeficiente efetivo de um composito viscoelastico bifasico em fungao do tempo e da fragao
de volume ¢. (a) Comparacao com [3], (b) Exemplo com dados realistas. Fonte: dos autores.

Existe uma diferenca entre os modelos, mais evidente quando um dos materiais é elastico.

3.2.3 Caso 3: Compodsito unidimensional bifasico Nucleo Scott Blair-Ravotnov
Os parametros do terceiro caso, de acordo com as Equagoes (15) e (16), sdo:
(a) B = 0.98, B2 = 0.45, ¢ = 49.6, ¢ = 29.6, i1y = 1.76 - 10°, g = 0.98 - 10°, a1 = ap = 0.47.

(b) Semelhante do que (a), porém adicionando as fra¢oes volumétricas ¢ = 0.2 e ¢ = 0.8.

108 : : 108 : : :
‘ + [5], —Modelo presente, ¢ = 0.5‘ [3], —Modelo presente, ¢ = 0.2
[3], —Modelo presente, ¢ = 0.8
107 107 -
10° : ‘ : 109 !
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) Ru(t) vs. t (b) Ru(t) [Pa] vs. t [Dias|

Figura 3: Coeficiente efetivo de um compdésito viscoelastico bifasico com fracao exponencial em
fungao do tempo e da fragdo de volume ¢. Comparagao com (a) [4] e (b) [3]. Fonte: dos autores.

Na Figura 3, existe compatibilidade entre o modelo presente e [3, 4]. A oscilagdo nas linhas
tracejadas desta figura indica a imprecisao na importagao grafica de curvas (e.g. WebPlotDigitizer).
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4 Consideracgoes Finais

Os compésitos viscoelasticos unidimensionais sao investigados sob diferentes modelos consti-
tutivos em varios casos de estudo. A homogeneizagao assintética bi-escala é utilizada para obter
problemas locais e coeficientes efetivos, seguindo uma implementacdo computacional no dominio
temporal. Os resultados sao comparados com uma abordagem que emprega a transformada de
Laplace-Carson, demonstrando equivaléncia sob condigoes especificas. A montagem de modelos
constitutivos no dominio transformado (Laplace-Carson) parece ser delimitada por estas condigoes.
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