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Podemos descrever sistemas dinâmicos através de equações diferenciais que apresentam a evo-
lução temporal das variáveis do sistema. Para sistemas lineares, podemos escrever as equações em
termos que dependem da primeira potência das variáveis. Já os sistemas não lineares apresentam
termos como potências, produtos e funções das variáveis que descrevem o sistema. Por exemplo,
a dinâmica não linear está presente em modelos de propagação de doenças, como é o caso do
modelo SIR (susceptible-infected-removed), que prevê a propagação da doença e tem sido ampla-
mente utilizado para descrever a dinâmica da propagação da Covid-19 [1], [4]. Além desses casos,
a dinâmica não linear permite descrever o crescimento populacional, como veremos neste trabalho.
Este trabalho tem como foco o estudo de alguns modelos de crescimento populacional contínuo
para uma única espécie. Para os modelos de Malthus e logístico resolvemos analiticamente, já que
são modelos mais simples, e fizemos a análise da estabilidade dos pontos de equilíbrio. Já para o
efeito Allee e modelo de surto de populações, realizamos a análise da estabilidade dos pontos fixos
e resolvemos numericamente utilizando o algoritmo Python’s LSODA [5]. O modelo mais básico
para descrever o crescimento populacional de uma espécie é o modelo de Malthus ou crescimento
exponencial. A equação que descreve este modelo é:

Ṅ = rN, (1)

com r a taxa de crescimento da população e N(t) representa a população da espécie estudada
em função do tempo. O crescimento exponencial pode modelar o crescimento de uma cultura
bacteriana, como Escherichia coli, sendo este um modelo linear.

Em 1838, Verhulst e Pearl obtiveram a equação logística, que descreve o crescimento da Dro-
sophila melanogaster [2]. O modelo logístico é um modelo não linear, descrito pela equação:

Ṅ = rN
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, (2)

com N(t) representando a população como função do tempo, r > 0 a taxa de crescimento da popu-
lação e k > 0 a capacidade de carregamento da população, correspondente ao valor da população
no limite em que o tempo tende a infinito.

O efeito Allee ocorre quando uma determinada espécie forma grupos para reduzir as limitações
de acasalamento ou o risco de predação. A equação diferencial que descreve este fenômeno é:
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, (3)

r é a taxa de crescimento, N(t) representando a população como função do tempo, a é o ponto
crítico e k a capacidade de carregamento da população. Nestes casos, se o número de membros
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iniciais do grupo for pequeno, verifica-se que a população do grupo tende à extinção. Em con-
trapartida, se o número de indivíduos iniciais for mais significativo que o valor crítico a, tende a
atingir um valor diferente de zero; isto é, a cooperação do grupo foi bem-sucedida.

Estudamos o comportamento da bifurcação no modelo de surto em populações, o modelo pro-
posto por Ludwig em 1978. A equação descrita por este modelo é [3]:

Ṅ = RN
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)
−B
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A2 +N2
, (4)

com A, a constante que detemina o ponto de inflexão da predação, B, a constante de saturação
da predação, R é a taxa de crescimento e K > 0 a capacidade de carregamento da população.
Realizamos a adimensionalização da equação para reduzir o número de constantes da equação
principal e verificamos que dependendo dos novos valores das constante r = RA/B e k = K/A
haverá três possíveis tipos de soluções: a extinção, surto da espécie e a solução biestável.
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