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Desde o século XIX, os polinômios de Chebyshev têm sido extensivamente estudados e empre-
gados em diversas aplicações [6]. Geralmente, esses polinômios são avaliados sobre os reais, mas
também podem ser definidos sobre estruturas algébricas finitas [7]. Neste caso, suas propriedades
de semigrupo e de permutação são particularmente importantes, sendo aplicáveis ao embaralha-
mento de símbolos em criptossistemas de chave secreta [1] e ao projeto de algoritmos criptográficos
de chave pública [3], respectivamente.

Num artigo recente [5], Lima e Campello de Souza introduziram um novo mapa racional do
tipo Chebyshev sobre corpos finitos. Tal mapa, que é identificado como mapa tangente-Chebyshev
(ou t-Chebyshev), é definido basicamente pela substituição das funções cosseno e cosseno inverso
sobre corpos finitos, na definição do polinômio de Chebyshev de primeiro tipo [4], pelas funções
tangente e tangente inversa sobre corpos finitos, respectivamente, as quais o referido trabalho
também definiu. Precisamente, denotando por Fq o corpo finito com q = pr elementos, em que p
é um primo ímpar, tem-se:

Definição 1. [5] O n-ésimo mapa tangente-Chebyshev sobre Fq, com n ∈ N, é definido como

Cn(x) = tanζ (n arctanζ(x)) , (1)

em que ζ ∈ Iq (o conjunto de inteiros Gaussianos sobre Fq com elementos da forma a+bi, a, b ∈ Fq

e i2 é um não-resíduo quadrático sobre Fq), x ∈ Tζ (o conjunto de todos os possíveis valores para
tangentes sobre Fq calculados com relação a ζ),

tanζ(y) =
1

i

ζy − ζ−y

ζy + ζ−y
(2)

e arctanζ(·) denota a tangente inversa sobre Fq calculada com relação a ζ.

O mapa em questão teve suas propriedades de semigrupo, permutação e involução estabelecidas
e seus zeros e pólos determinados em [5]. Outras propriedades de Cn e grafos funcionais induzidos
por este mapa foram investigados em [2].

No presente trabalho, é introduzido um novo tipo de mapa tangente-Chebyshev sobre corpos
finitos. Ele se origina da substituição, na expressão trigonométrica dos polinômios de Chebyshev
do terceiro tipo sobre corpos finitos [4], das funções cosseno e cosseno inverso sobre corpos finitos
pelas funções tangente e tangente inversa sobre corpos finitos, respectivamente. Assim, o novo
mapa é identificado como tangente-Chebyshev do terceiro tipo sobre corpos finitos. Sua definição
é a seguinte:
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Definição 2. Sejam ζ ∈ Iq e n ∈ N. O n-ésimo mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo sobre
Fq é definido como

En(x) =
tanζ

((
n+ 1

2

)
arctanζ(x)

)
tanζ

(
1
2 arctanζ(x)

) , ζ ∈ Iq e x ∈ Tζ . (3)

Tem-se E0(x) = 1, para todo x ∈ Fq. Para outros valores de n, En(x) pode ser obtido por meio
da relação de recorrência estabelecida a seguir.

Proposição 1. Sejam ζ ∈ Iq, i2 um não-resíduo quadrático sobre Fq e n ∈ N. Os mapas tangente-
Chebyshev do terceiro tipo sobre Fq satisfazem à relação de recorrência

En+1(x) =
En(x) + x[c(x)]−1

1 + i2xc(x)En(x)
, c(x) = tanζ

(
1

2
arctanζ(x)

)
. (4)

Empregando a Definição 2, a Proposição 1 e outros resultados relativos à manipulação da função
tangente sobre corpos finitos e de sua inversa, é possível prover expressões fechadas para os mapas
tangente-Chebyshev do terceiro tipo sobre corpos finitos. Além disso, derivam-se relações entre os
mapas em questão e aqueles dados na Definição 1. Mais especificamente, tem-se:

Proposição 2. Sejam ζ ∈ Iq, i2 um não-resíduo quadrático sobre Fq e n ∈ N. Então,

En(x) = [c(x)]−1
1±

√
1− i2C2

2n+1(x)

i2C2n+1(x)
=

C2n+1

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)
1±

√
1−i2x2

i2x

=
C2n+1(c(x))

c(x)
. (5)

Por fim, vale mencionar que os pólos e zeros de En(x) também já foram especificados. Atu-
almente, têm sido estudadas outras propriedades desses mapas e caracterizados os seus grafos
funcionais. A expectativa é que, com isso, possa ser investigada a sua potencial aplicabilidade
em cenários práticos da Criptografia e da codificação de canal. Espera-se, ainda, definir outros
tipos de mapas tangente-Chebyshev, como os do segundo e do quarto tipos e estabelecer as suas
propriedades.
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