Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 11, n. 1, 2025.

Trabalho apresentado no XLIII CNMAC, Centro de Convengdes do Armagéo Resort - Porto de Galinhas - PE, 2024

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

A Estrutura dos Arranjos Triangulares e Aplicacoes

Pedro H. S. Vital!

CCEN/UFPE, Recife, PE

Gabriel A. Guedes? Thiago Yukio Tanaka?
DM/UFRPE, Recife, PE

Neste trabalho, vamos apresentar uma definicao para os arranjos triangulares que goza de
diversas propriedades boas, como um isomorfismo com as sequéncias. Com esta construgio, é
possivel desenvolver aplicagoes em analise e teoria dos nimeros. Além disso, os arranjos triangulares
foram explorados por vestibulares e olimpiadas de matemaética [1]. De fato, as técnicas utilizadas
na resolugao destes problemas foram essenciais para a construgao deste trabalho.

Em particular, vamos estudar a aplicagao dos arranjos triangulares em progressoes aritméticas
de ordem superior. Neste contexto, defenderemos o uso de questoes olimpicas em sala de aula para
introduzir conceitos avangados de matematica, a nivel de ensino médio.

Para comegar, vamos propor a seguinte definigdo para os arranjos triangulares:

Definigdo 0.1. Seja D = {(n,m) € Nx N;m < n} e X um conjunto. Umn arranjo triangular
é um mapa A: D — X. Um arranjo triangular é chamado de real quando X = R.

Resta mostrar que esta definicdo é razoavel e apresenta propriedades interessantes. De um
ponto de vista técnico, é possivel mostrar que o espago dos arranjos triangulares é isomorfo ao
espaco das sequéncias, mas, intuitivamente, podemos interpretar os arranjos triangulares como

uma sequéncia empilhada. Observe a imagem abaixo do arranjo A(n,m) =2+ 3((’2‘) +m—1).

Sequéncia de exemplo: |2]|5|8]11|14[17|20[23]26]29

1° linhal 2° linha 2] 3° linha o] Continua...
2
::”' 5|8 “11|14“17 o [ 24 e
58] PR rEIRy 11[1417]20[23|2629] - | |11]14[17
---------- s 120123126:29!+/ 2023|2629/ ---

Figura 1: Exemplo de arranjo triangular.

A busca pelo isomorfismo supracitado foi motivada por uma questdao da OBM. Este tipo de
construgao ajuda os estudantes a sistematizar o processo de relacionar dois objetos, além de apre-
sentar uma aplicagao acessivel de funcoes bijetoras. Observemos, portanto, o problema olimpico.

(OBM, 2013, 1° Fase, Nivel 3, [1]) O triangulo aritmético de Fibonacci é formado pelos nimeros
impares inteiros positivos a partir do 1, dispostos em linhas com ordem crescente em cada linha e
pulando para a linha seguinte. A linha n possui exatamente n nameros. Veja as quatro primeiras
linhas. Em qual linha aparecera o 20137
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Tabela 1: Triangulo Aritmético de Fibonacci

Linha 1: 1
Linha 2: 3 5
Linha 3: 7 9 11

Linha 4: 13 15 17 19

A fim de resolver a questao, é possivel demonstrar em sala de aula a proposigao abaixo.

Proposicao 0.1. A fungdo F(n,m) = (g) +m € uma bijecao entre D e N. Além disso, F (k) =

(n,m) onde
I V148K 1 \/1+8k> (n)
+ e m=k-— .

€ |-z , =
n + 9

2 2 2 2 (1)

Essencialmente, esta proposicao formaliza a ideia por tris da transformacao de uma sequéncia
numérica em arranjo triangular, ilustrada na Figura 1, e vice-versa. Mostrado isto, basta observar
que o Triangulo Aritmético de Fibonacci pode ser escrito como 7 (n,m) = 2 - F(n,m) — 1. De-
monstrado este fato, os alunos e alunas podem ficar com o desafio de calcular 7 ~1(2013) por conta
propria.

Observagao 0.1. Como os estudantes poderdo observar, a demonstra¢ao da Proposi¢do 0.1 en-
volve progressoes aritméticas de ordem superior, um assunto pouco explorado mo ensino médio.
Assim, o estudo dos arranjos triangulares cria um ambiente propicio para introduzir matemdtica
discreta em sala de aula de forma sutil e natural.

Dentre as propriedades dos arranjos triangulares, destaca-se sua relagao com progressoes arit-
méticas de ordem superior, onde as colunas formam uma PA de ordem 2p. A demonstragao disto
usa apenas nogoes bésicas de matemaética discreta e indugao, o que viabiliza a sua apresentagao
para os estudantes mais interessados.

Em turmas avancadas, seria possivel expandir o escopo das PAs de ordem superior para introdu-
zir as equagoes de diferengas. Observe o problema abaixo da Olimpiada Paraibana de Matemaética.

(OPM, 2023, Nivel 3, [2]) Observe a seguinte sequéncia: (2,6,18,54,162,...). Determine o
quinto termo (da esquerda para a direita) da vigésima linha no arranjo triangular formada por ela.

Ao invés de uma PA de ordem superior, a sequéncia da questdo é a equagdo de diferenga
y(k+1) —y(k) = 4-3*"1. A partir desta pequena diferenca de enunciado, é possivel ensinar
métodos de solucao para estas equagoes. Para responder ao problema, basta encontrar a solugao
y(k) =231 e calcular y(F(20,5)).

Concluimos que os arranjos triangulares, através de problemas olimpicos, introduzem sutilmente
conceitos avangados de analise e calculo discreto, capacitando os estudantes para a universidade e
satisfazendo a curiosidade sobre aplicacoes dos temas do ensino médio.
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