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No contexto do problema da elasticidade linear, as duas variáveis de interesse são o deslocamento
do corpo elástico e o tensor de tensões [1]. Alguns métodos numéricos para resolver tal problema,
como os métodos de Elementos Finitos mistos [1, 4], são capazes de aproximar simultaneamente os
campos deslocamento e tensão. Outras estratégias, no entanto, aproximam apenas o deslocamento,
e o campo de tensões precisa ser computado posteriormente através de uma estratégia de pós-
processamento [3]. Definimos por H(div,Ω,M) o espaço dos tensores de segunda ordem em Ω cujas
entradas e divergente (tomado linha a linha) são quadraticamente integráveis, e por H(div,Ω,S) ⊂
H(div,Ω,M) o subespaço dos tensores H(div)-conformes e simétricos. É desejado que a tensão
aproximada pertença a H(div,Ω,S), de forma a garantir boas propriedades de conservação para
os momentos linear e angular.

Em [5], os autores analisam a estratégia de pós-processamento global proposta em [3] para a
aproximação da tensão em problemas de elasticidade linear. Dado uh uma aproximação previa-
mente calculada para o deslocamento e Sh ⊂ H(div,Ω,M) um subespaço de dimensão finita, tal
estratégia consiste em encontrar σh ∈ Sh tal que

a(σh, τ ) =

∫
Ω

ε(uh) : τ dx+

∫
Ω

f · div(τ ) dx, ∀τ ∈ Sh, (1)

onde f é uma função vetorial que representa a força distribuída aplicada sobre o corpo elástico,
ε(uh) denota a parte simétrica do gradiente de uh e a forma bilinear a(·, ·) : H(div,Ω,M) ×
H(div,Ω,M) → R é definida por

a(σh, τ ) =

∫
Ω

Aσh : τ dx+

∫
Ω

divσh · div τ dx, (2)

com A sendo o tensor de complacência.
A análise desenvolvida em [5] mostra que a estratégia (1) é robusta ao locking [2], sendo apro-

priada para a aproximação de problemas quase-incompressíveis. Neste mesmo artigo, os autores
apresentam possíveis escolhas para o espaço Sh que garantem taxas de convergência ótimas para a
aproximação da tensão na norma de H(div,Ω,M). Tais espaços estão definidos para malhas com-
postas por elementos triangulares ou quadrilaterais e são construídos através da transformação de
Piola. Toda via, os elementos destes espaços não são simétricos, de forma que a simetria da tensão
aproximada σh é satisfeita apenas fracamente.

Em uma tentativa de melhorar a simetria da tensão aproximada, propomos neste trabalho uma
modificação na estratégia (1). A modificação consiste em substituir a forma bilinear a(·, ·) por

ã(σh, τ ) = a(σh, τ ) +
1

h

∫
Ω

asym(σh) : asym(τ ) dx, (3)
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onde asym(τ ) é a parte anti-simétrica de τ e h é o diâmetro da malha usada no cálculo de uh.
Note que o último termo em (3) pode ser visto como uma penalização para a parte anti-simétrica
de σh. Mais ainda, a adição deste termo não afeta a consistência da estratégia, umas vez que

ã(σ − σh, τ ) = a(σ − σh, τ ) =

∫
Ω

ε(u− uh) : τ dx, ∀τ ∈ Sh. (4)

Infelizmente, a forma bilinear modificada (3) nem sempre é suficiente para melhorar a simetria
da tensão aproximada. Experimentos numéricos realizados neste trabalho mostram que, para certos
espaços Sh, o erro de simetria

errsym(σh) =
∥assym(σh)∥0,Ω

∥σh∥0,Ω
(5)

da tensão aproximada é praticamente o mesmo para as estratégias original e modificada. No en-
tanto, para espaços de aproximação Sh suficientemente ricos, nossos resultados numéricos indicam
que a forma modificada não só melhora a simetria da tensão aproximada mas também a sua con-
vergência em H(div,Ω,M). Em nossos testes, o aumento na taxa de convergência pode chegar a
meio na norma de H(div,Ω,M) e a um para o erro de simetria (5). Em particular, para o caso de
problemas com condição de contorno homogênea de Dirichlet, o aumento na taxa de convergência
em H(div,Ω,M) também chega a um.
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