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Modelos epidemiologicos com subpopulagoes sao tteis quando diferentes partes da populagao
reagem de maneira diferente a evolugao da doenca, seja por diferentes taxas de infecgao, recupe-
racao e mortalidade. Essas diferengas podem vir de fatores como sexo dos individuos, idade ou
acesso a diferentes sistemas de saude. Por exemplo, em um trabalho recente, a disseminacao de
COVID-19 é analisada em subpopulagoes geograficamente distintas que interagem livremente mas
que estdo sujeitas a diferentes sistemas de saude [2].

O namero total de infectados para modelos epidemiolégicos com multiplas subpopulagoes foi
tratado no famoso trabalho de Andreasen para o sistema SIR, que considera o nimero de individuos
vivos como constante ao longo do tempo, e onde o autor analisa o namero final de suscetiveis
como solugao de um sistema de equagdes implicitas [1]. Neste trabalho, obtemos o nimero final de
suscetiveis como o ponto fixo de um sistema de equagoes para um modelo SIRD com subpopulagoes,
como ja feito para o modelo SEIRD classico em [2]. Aqui, cada individuo infectado pode evoluir
para um estado de recuperado e nao mais suscetivel & doenga ou para morte, mas a principal
diferenca dos trabalhos citados é que estamos considerando que a forca de mfecgao é proporcional
aos quocientes I;(t)/N;(t) onde I;(t) é o nimero de infectados na subpopulacdo ¢ no instante t e
N;(t) &€ o nimero de individuos ativos (vivos) na populagao ¢, ao contrario do sistema SIRD classico
onde a forga de infecgao é proporcional a I;(t)/N;(0).

O sistema de equagbes para o modelo SIRD com duas subpopulagoes tratado é o seguinte:
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com condigoes iniciais S;(0) = S0, I;(0) = Lo, Ri;(0) = Rip, D;(0) = D;o € Ry e onde N;(t)
Si(t) + I;(t) + R;(t) sdo os individuos ativos (vivos) na subpopulagdo ¢ no instante ¢, para i = 1, 2.
Os parametros 3; j, o, Vi, (4 S0 Nao negativos.

Seja Nfetal — N;(t) + D;(t) o valor constante do total de individuos vivos ou mortos em cada
subpopulagao.

Os resultados a seguir s@o puramente teoricos. Aplicagoes em situacoes e dados reais ainda
estao em andamento.

As hipoteses sobre os parametros do sistema sdo as seguintes:
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H1) As matrizes B e M sio positivas, onde B = (611 512) e
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Note que as fungoes S;, R; e D; s@o mondtonas. E como sao limitadas por 0 e Nfc’tal, segue
que convergem quando t — 00, e sejam S;°, R;° e Di°, respectivamente esses limites, para cada

1 = 1,2. Assim, pela defini¢do de Nit"tal, a fungao I; também converge quando ¢t — oo para um
valor I7°. Esses valores limites sdo o estagio final do modelo epidemiolégico.

H2) g;; > p;, para todo 7,5 € {1,2}.

Lema 0.1. O estdgio final do modelo (1), satisfaz:

NI =0 iti) R® = ﬁ(z\f;ﬁal — 8% — Rig — Dyo) + Ri
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Note que I;° néo é o ntumero total de infectados. Denotando por C'I; o nimero total de infec-
tados pela epidemia na subpopulacao 7, podemos calcula-lo a partir do ntimero final de suscetiveis
simplesmente fazendo CI; = N;(0) — S7°. Portanto, basta determinar S;°.

Pode-se mostrar que a funcao F(t) = (Fi(t), F(t)) definida por

Fi(t) := Sill)
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Biz
o
é constante ao longo das solugoes de (1). Assim, definindo as quantidades

Hj ;
€ = , e Z; = (1—¢€;)N;(0) + ¢; Rjo, para j = 1,2,
T = PIN;(0) + € R

seja T : R2 — R2, T(x,y) = (T1(x,y), Ta(z,y)) onde

Bi1 Bia

Ti(z,y) = Fi0)(erx+ Z1) ™ (eay + Zo) 72 (3)
B B

To(z,y) = Fa(0)(erw + Z1) 7 (e + Zo) s (4)

Assim, temos o principal resultado desse trabalho:

Teorema 0.1. Sejam Sig, Sog, 10 + I20 > 0. Assumindo as hipéteses H1 e H2, o valor final
S°° = (57°,55°) satisfaz:

i) S°° € ponto fixo da aplicagio T';
it) S satisfaz 0 #£ S°° = lim T7(0).
n—oo
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