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Na teoria espectral de grafos procura-se estudar propriedades estruturais de grafos a partir de
matrizes e seus autovalores. Dado um grafo G com n vértices, denotamos por V(G) e E(G) o
conjunto de vértices e arestas de G, respectivamente. A matriz de adjacéncia A(G) de G é definida
como a matriz quadrada de ordem n tal que sua entrada ij é 1 se o vértice v; for adjacente ao
vértice v;, e 0 caso contrario. Por se tratar de uma matriz simétrica, todos seus autovalores sao
nameros reais e serao denotados por A1 (G) > A2(G) > ... > A\, (G). O multiconjunto (incluindo
multiplicidades) dos autovalores de A(G) é chamado de espectro de G e sera denotado o(G). Em
especial, o maior autovalor A;(G) é chamado de indice de G e é um parmetro bastante estudado
(veja [2], por exemplo). O raio espectral de G é definido como p(G) = max{|A| : A € ¢(G)}. Como
A(G) ¢ uma matriz com entradas nao negativas, pelo Teorema de Perron-Frobenius, podemos
garantir que p(G) = A\ (G) [3], contudo, tal propriedade ndo é necessariamente verdadeira para
diferentes matrizes associadas ao mesmo grafo G.

Neste trabalho iremos considerar uma classe de matrizes que pode ser associada a um grafo G,
que inclui, entre as quais, a matriz A(G). Observamos que qualquer matriz quadrada M = (m;;) €
F™*" sobre um corpo F pode ser associada a G com a propriedade que dois vértices distintos v; e
v; sao adjacentes se e somente se M;; # 0. O ntimero M;; serd chamado de peso da aresta e;;.

Definiremos a classe de matrizes associadas a G sobre o corpo dos complexos e denotaremos
T = {z € C: |z| = 1} o circulo unitario no plano complexo. O conjunto das arestas direcionadas

de um grafo G, denotado E(G), é o conjunto onde para toda aresta e;; € E(G) ha dois elementos,
e_i; e 67;, indicando as duas orientagoes de uma mesma aresta de G. Note que podemos definir

pesos diferentes para cada dire¢do da aresta. Dado um grafo G e uma fungéo v : E(G) — T tal
que

&) =10 (1
definimos um grafo T-gain como a dupla ® = (G, ~), onde G é chamado de grafo subjacente a ® e
~ é chamada de fungdo ganho de ®. O estudo de grafos com pesos complexos foi introduzido por
[4] e [6].

A matriz de adjacéncia de ®, denotada A(®), é definida como a matriz quadrada tal que sua
entrada ij ¢ y(e;]) se v; é adjacénte a v; em G e 0 caso contrario [4]. Pela defingio de A(®) e por
(1), podemos concluir que A(®) é uma matriz hermitiana, e portanto seus autovalores sdo nimeros
reais. Iremos denotar por A1 (®) e p(®) o indice e o raio espectral de A(®P), respectivamente.

Como a matriz A(®) ndo possui necessariamente entradas reais nao negativas, ndo é possivel
garantir que teremos a igualdade p(®) = A1 (®). Em [5], foi estudada a relacao entre A1 (®) e p(P),
estabelecendo que

p(®) < 3X\( (D) (2)
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para a famiia de grafos ® = (G, ~) tais que Re(y(€)) > 0 para toda aresta e € E(G), onde Re(z)
denota a parte real do namero complexo z. Nosso interesse estd em estudar a relagao entre os
parametros p(®) e A1 (®) quando o grafo subjacente a ® possui somente um ciclo.

Um ciclo em um grafo é uma sequéncia de vértices distintos vy, vs, ..., v; tal que v; é adjacente a
viy1 parai = 1,....,k —1 e v; é adjacente a vi. Um grafo uniciclico é um grafo que possui somente
um ciclo. Dizemos que um grafo T-gain é uniciclico se seu grafo subjacente G for uniciclico.

Em [1], foi desenvolvido um algoritmo que, dada uma matriz simétrica M cujo grafo subjacente
seja uniciclico e um niimero real «;, calcula quantos autovalores de M sao maiores, menores ou iguais
a «. Este algoritmo tem se mostrado uma ferrramenta que pode ser utilizada para investigar varios
problemas relacionados ao espectro de grafos uniciclicos.

Neste trabalho estendemos o algoritmo apresentado em [1] para qualquer matriz hermitiana
cujo grafo subjacente é uniciclico. Além disso, procuramos investigar propriedades espectrais dos
grafos T-gain uniciclicos, e também tentar obter uma cota para p(®) que melhore a cota presente
em (2).

Como resultados parciais, apresentamos uma conjectura que da condigoes para que um grafo
T-gain uniciclico @ seja tal que A\ (®) = p(P®). Além disso, também temos uma conjectura que
melhora a cota (2) para a familia de grafos T-gain uniciclicos.
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