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O Problema do Pomar de Polya no Reticulado Hexagonal

Renan da Paixado Moural! Sueli I. R. Costa?
IMECC/Unicamp, Campinas, SP

Eleonesio Strey?

CCENS/UFES, Alegre, ES

Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R™. Equivalentemente, um subconjunto
A # {0} de R™ é um reticulado se, e somente se, existem vetores linearmente independentes
V1,..., Uy, € R™ tais que A = {a1v1 + -+ + @mUm; a1,..., 0, € Z}. O conjunto {vi,...,v,} é
dito uma base de A e o nimero m é denominado o posto de A. Se m = n dizemos que o reticulado
tem posto completo. O volume de um reticulado de posto completo é o moédulo do determinante de
uma matriz cujos vetores colunas formam uma base de A [2]. Um elemento v de um reticulado é dito
primitivo se ele nao ¢ um miiltiplo inteiro maior do que 1 de outro elemento do reticulado. Neste
trabalho, abordaremos reticulados de posto completo em R?, ou seja, A = {av; + bva; a,b € Z}.
Em particular, um elemento de A é primitivo se, e somente se, mdc(a,b) = 1. Os reticulados que
estamos particularmente interessados sao o reticulado quadrado Z? e o hexagonal #. Este tltimo
é gerado por v = (1,0) e vo = (1/2,V/3/2).

O problema do pomar de Polya, formulado por George Polya [4], é o de determinar qual deve
ser a espessura minima dos troncos das arvores em um pomar circular regularmente espacado para
que a visao de um observador posicionado no centro do mesmo esteja completamente bloqueada
em todas as diregoes. Dentre as muitas variacoes deste problema, trabalharemos com um pomar
circular de raio inteiro R > 0. Tal pomar consiste de arvores com troncos de raio r > 0 centradas
em todos os elementos de um reticulado que estdo a uma distancia § da origem, 0 < § < R.
Considerando um observador na origem do reticulado, uma linha de visao é uma semirreta que
parte da origem. Uma linha de visdo esta bloqueada quando intersecta alguma arvore (circulo de
raio r centrado em pontos do reticulado). O objetivo é, para cada R, determinar o raio minimo,
Tmin (R), das arvores de modo que todas as linhas de visdo estejam bloqueadas. A Figura 1 ilustra,
para o reticulado hexagonal 5 e R = 3, o raio minimo que bloqueia todas as linhas de visao.

Se R ¢ um inteiro, para o reticulado Z? temos rmin(R) = 1/vVR2+1 [1]. Se A C R? é um
reticulado de posto completo, R > 0 é um nimero real e w é um elemento primitivo de A que
esta fora do pomar e tem a menor norma possivel, entdo ryin(R) = vol(A)/|lw]| [3]. Isto reduz
o problema a encontrar tal norma, cujo quadrado pode ser descrito por N(R) = min{|av; +
bval|?; a,b € Z,mdc(a,b) = 1e |javy + bva||? > R?}. Abordamos aqui, o problema proposto
em [3] de encontrar explicitamente rpi,(R), com R inteiro, para o reticulado .#°. Nesse caso,
lavy + bvs|? = a? 4+ ab + b? e rmin(R) = (vV3/2)/+/N(R), uma vez que vol(#) = v/3/2. Quando
R é par, mostramos que sempre existe um elemento primitivo de # com norma ao quadrado igual
a R? + 3 e nunca existe elemento primitivo com norma ao quadrado igual a R? 4 2. Nos casos em
que R =2 mod 6 ou R =4 mod 6, temos N(R) = R? + 3 e, logo, rmin(R) = (v/3/2)/VR2 + 3.
No entanto, se R = 0 mod 6, podemos ter N(R) = R*>+ 1 ou N(R) = R* + 3. O Teorema 1
descreve uma maneira de determinar o raio minimo, nesse caso. Por outro lado, se R é impar, existe
um elemento primitivo de 4# com norma ao quadrado igual a R2 4 12. Analisando congruéncias

lrpmoura@ime.unicamp.br
2sueli@unicamp.br
3eleonesio.strey@ufes.br

010214-1 © 2025 SBMAC



Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 11, n. 1, 2025.

modulo 2 e 3, concluimos que N(R) € {R? + 4, R? + 10, R? 4+ 12}, se R = 3 mod 6, enquanto
N(R) € {R?> +2,R*>4+6,R*+8, R>+12},5e R=1 mod6ou R=5 mod 6. Para R=1e R =3
tem-se que o elemento Rv; + vy é primitivo e tem norma ao quadrado igual a R% 4+ 2 e R? + 4,
respectivamente. Para R > 5, o Teorema 2, descreve como determinar a existéncia de elementos
primitivos. Na Tabela 1, temos N(R) e rmin(R) para alguns valores de R.

Teorema 1. Para um pomar de raio inteiro R > 0 no reticulado hexagonal 7, com R =0 mod 6,
temos: Se A(R,1) = R?—6RI—3I?>+4 é um quadrado perfeito positivo e mde(R+1, \/A(R,1)) < 2
para algum inteiro 1, com 1 < 1 < \/4(R%2+1)/3 — R, entio rmin(R) = (v/3/2)/VR2+1. Caso
contrdrio, Tmin(R) = (v/3/2)/VR2 + 3.

Teorema 2. Sejam R e s inteiros, com R impar e s par, tais que R > 5 e 2 < s < 10. FEuiste
um elemento primitivo no reticulado hexagonal € com a norma ao quadrado igual a R% + s
se, e somente se, A(R,s,l) = R?> — 6RIl — 31> + 4s ¢ um quadrado perfeito positivo e mdc(R +

I, /A(R,s,1)) <2 para algum inteiro I, com 1 <1 < \/4(R?+5)/3 — R.

Tabela 1: Valores para ryi,(R) em 5.

R N(R) rmin(R)
1 R?+2  0.500
2 R?+3 0.327
3 RZ+4 0.240
4 R?2+3 0.199
5 R246 0.156
6 R>+1 0.142
7T R2+8 0.115
8 R2+3 0.106
9 R?2+10 0.091
10 R%?2+3 0.085
11 R*+6  0.077
Figura 1: Pomar em S com r = 7,,;,(3). Fonte: 12 R*+3 0.071
13 R?Z+12  0.064

dos autores.
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