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Neste trabalho, discutiremos o método de elementos finitos para resolver equagoes diferenciais
parciais. Veremos primeiro a ideia geral desse método de discretizacao e como resolvé-lo quando
houver diferentes tipos de condigoes de fronteira (Dirichlet, Neumann and Robin). Finalmente
mostraremos o uso da biblioteca MFEM [5] para resolver este tipo de problemas considerando a
seguinte equacao diferencial, cujo o dominio é retangular com dois buracos:

—div(p(z)Vu) = 2mre™ " (27 cos(2mx1) — sin(27z1))
Op,u = —e™ cos(2mxy) em Iy,
On,u = €72 cos(2mxy) em Iy, (1)
u = e" cos(2rxy) em I,
€227 (2x1 — 1) sin(2mxy) — 222 cos(2may )]

Opau = =
(21 — 1)% + 423

em [y,

e*(IHﬂCz) 0

onde, p(z) = y|» I'1, I'2 sdo a parte superior e inferior, respectivamente, do retangulo

0 e (wataz
el's, Ty $80 as fronteiras das circunférencias esquerda e direita, respectivamente.

Seja F: Q — R?, com Q C R%. Queremos achar a solucdo do seguinte problema:

7diV(F>(u)) = femQ,
u = g em Of).

(2)

Consideramos funcao teste v € V onde V ¢é o espago de todas as fungoes teste (V' pode ser o
espago de polindmios). Multiplicando por v na primeira equagao, intregando no dominio, usando
integracao por partes e o teorema da divergéncia temos que,

Jo Vo Fdx — Joa oF - 7dS, = [ fvdz. (3)

Se supormos que v(x) = 0 em 02, o segundo termo dessa equacdo é zero. Usando o método de

Petrov-Galerking, escolhemos V,, C V' (espago solugdo) e escrevemos como u = Z;\Ll s com

¢j,j =1,...,N base de V,,. Dessa forma, para encontrar os escalares «; consideramos M fungoes
—

testes. Supondo F linear e usando a equagao (3), lembrando que o segundo termo dessa equagao

(3) é zero, conseguimos discretizar o problema, obtendo o seguinte sistema linear

Zj.vzl a; (jQ Vi - F(6)) dx) = [ofeide, i=1,... M. (4)

No caso da equagao de Poisson consideramos F (u) = Vu.
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Agora, no caso que temos um problema com diferentes condigdes de fronteira vamos considerar
(2) com 992 =T UT3 UT3 onde I'; tem condi¢do de Dirichlet, I'y condi¢go de Neumann e I's
condicao de Robin.

Usando (3), dividindo a integral da fronteira em cada I'; com i = 1,2, 3, considerando u =
uy + ug, onde ug(z) = 0 para todo € 9 —T'y, up(x) = g1 para © € Ty e ug(x) = 0 em T'y.
Supondo que v = 0 em I'; e usando as condigoes de fronteira sob u; + ug, obtemos que

Jo Vo Vurde + & [l uwvdS, = [ fode = [ Vo - Vugdz + [i vg2dS, + [;, svgs dS,. (5)

Finalmente, ug e u; podem ser escritos como combinagao linear de elementos da base do espago
- - . ) N
solugao em I'; e do espago solugao V,,, respectivamente. Isto &, uo =3, o cugreur = 35—, B;9;.
Dessa forma, temos que a discretizacao desse problema é

S0 B (Jo VoiVeido + 2 fr, 60105, = [ fosde = S gper, a1 fo VoV dat [y, guesdSa + L [ gseidSa, (6)

com i =1,..., M. Para mais detalhes do método de elementos finitos ver [3].
Agora, a ideia é ver como escrever e resolver o problema usando a biblioteca MFEM. Vamos
mostrar como implementar a equacdo (6) usando MFEM para o problema (1).

1. Definimos o vetor v como uma fungao de elementos finitos paralela com ParGridFunction.

2. Agora devemos configurar a parte esquerda da equagdo (6) no espago de elementos finitos,
acrescentando o integrador de difusao do dominio.

ParBilinearForm a(&fespace);

BilinearFormIntegrator xinteg = new DiffusionIntegrator (rho);
a.AddDomainIntegrator (integ);

a.Assemble () ;

3. Para terminar a parte do método FEM devemos calcular o lado direito da equagdo (6)
considerando todas as condigbes de fronteira, para isso, criamos b e fazemos,

ParLinearForm b(&fespace);

u.ProjectBdrCoefficient (g3,dbc_bdr3);

b.AddDomainIntegrator (new DomainLFIntegrator(f an));
b.AddBoundaryIntegrator (new BoundaryLFIntegrator(m_ nbcCoef) ,nbc_bdr);
b. Assemble () ;

A solucao exata do problema é u = e*2 cos 2wz1. Resolvendo o problema, encontramos um erro
na norma H?' de 0.0683466. Para mais informagdes do trabalho e do grafico encontrado ver [2].
Outras referéncias usadas para conhecer MFEM séo [1] e [4].
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