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Resumo. Em combinatoéria, bijegoes sao usadas para mostrar que certas classes de objetos sao
contadas pelo mesmo namero finito. Em alguns casos, se um subconjunto Ay finito cuja contagem
é complicada e nos interessa, tentamos uma bijegdo de forma a simplificar Ay para By = ¢(Aop).
Assim, o principal objetivo é mostrar que |A| = |BJ, e para isso, basta determinar uma bijegao.
Conforme [4] temos vérias bije¢des envolvendo os ntimeros de Catalan, dentre elas o conjunto de Ar-
vores Binarias, Arvores Ordenadas, Arvores Binarias Cheias, Parénteses bem-formados, Problema
Eleitoral.

De acordo com Dershowitz [1], o conjunto de arvores ordenadas com n arestas é denotado por
T, (n > 0) . O namero de elementos desse conjunto forma a sequéncia com primeiros termos
1,1,2,5,14,42,132, ...,[[2], A000108].

Esses sao os conhecidos numeros de Catalan, definidos por: C,, = |T,,| = %—&-1 (2n)

Podemos encontrar em [2| varias interpretagdes para estes ntumeros. Na construcao de T, nos
deparamos com o seguinte resultado:

Teorema 1. C,, € nimero de sequéncias com n digitos inteiros onde cada digito € menor do que ou
igual ao seu sucessor e os n— 1 primeiros digitos sao menores do que ou iguais as suas respectivas
posigoes.

Posteriormente foi verificado que tal resultado ja foi enunciado e provado em [3] como sequéncias

(a,... 7an) com 1 <a; <ag <---<a, de inteiros tais que a; < 1.
Agora, analisando tais sequéncias, por exemplo n = 3 temos: (1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,2) e
111 12 113
1,2,3). Usand tacao de cicl laci d 234)t S
(1,2,3). Usando a notagao de ciclos e relacionando com (2,3,4) temos 934 ( 34) <234>

122 12
( >, < 3), obtendo as seguintes arvores ordenadas:

234 234
1 1 1 1 1
2 32 3 2
3
2 3 4
4
4 4 3 4

Figura 1: Arvores ordenadas T3. Fonte: dos autores.

N

Corolario 1. C,, € soma dos primeiros termos de cada sequéncia com n digitos.
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Proposigao 1. C,(LQ) = Cht3+Chia € soma dos seqgundos termos de cada sequéncia com n digitos,
(a1y...,ap), com 1 < a3 < as < -+ < ay, de inteiros tais que a; < i. Com primeiros termos
7,19,56,174,..., [[2], A005807].

Considere a arvore ordenada tal que a raiz tem grau 2 e se o vértice z tem grau k entdo os
filhos de x tém graus k + 1, k, ..., 2, respectivamente.

1

Figura 2: Arvore de Catalan. Fonte: dos autores.

Note que a soma dos segundos digitos é a soma do nimero de caminhos que passam pelo né 1
(|Py,|) no nivel 1 e duas vezes o ntiimero de caminhos que passam pelo n6 2 no nivel 2 (2|P,,]).
Temos que 2|P2| = 2C,,, pois o nimero de vértices do ultimo nivel dessa subarvore & direita tem
uma bijegao com os numeros de Catalan.

Note que ‘Plnl + 2|P2n| - C, — Cn+1 = |P1n| +C,, — Cn+1 = |P1n| — (Cn+1 + Cn)

1 [(2n+2) 1 [(2n) 2n!? ((2n+2)(2n + 1) 1
S Y () W O S 1 i T
n+1 n+1\ n n! (n+1)2n+2) (n+1)
(2n> ((2n+ 2)(2n+1)— (n+ 1)(n+3)> 1P| - (2n> 3n(n+1) Py |- 2n!3n
(n+1)%(n+2) e n)m+12m+2 '

(2n1) - Conforme [[2] A000245], [Py, | = ((n—|—3;§1(17;)—1')

(n+2)n!

[Pl = (n+2)(n—11)

posicao 1.
Seja T o operador linear tal que se (a,,) = (a1, as, ..., ) entdao T'((a,)) = (a1 +asz, as+as, ..., a, +
Gpt1,---). Seguem mais dois resultados envolvendo os nameros de Catalan e tais sequéncias.

, provando assim a Pro-

Proposigao 2. 07(13) =2(Cy, + Cpt1) + Crya € soma dos terceiros termos de cada sequéncia com
n digitos, (a1,...,ay,), com 1 < ay; < as < -+ < ay,, de inteiros tais que a; < i. Com primeiros
termos 11,28,80,244,.... Também CS> = T%(Cp)ns1 + Crsr1.

Proposigao 3. C7(14) = Chya + 3Ch13 +4C 42 + 5Ch11 é soma dos quartos termos de cada
sequéncia com n digitos, (ai,...,an), com 1 < a; < ag < --- < ay,, de inteiros tais que a; < i.

Com primeiros termos: 42, 114, 339, 1063, 3455, ... Também CSY = T3(C) +4Cp 11 + Chyo.
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