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A teoria dos polinômios ortogonais tem se expandido muito nas últimas décadas e, consequen-
temente, tem atraído a atenção de inúmeros pesquisadores. De modo geral, essa teoria iniciou-se
com o estudo de um caso especial de fração contínua [1, 6].

Neste trabalho, consideraremos os polinômios ortogonais com relação ao produto interno de
Sobolev < ·, · >S dado por

< f, g >S=

∫ b

a

f(x)g(x)dψ0(x) + λ

∫ b

a

f ′(x)g′(x)dψ1(x), (1)

onde −∞ ≤ a < b ≤ +∞, λ > 0 e {dψ0, dψ1} é um par de medidas positivas. Desta forma, dizemos
que uma sequência de polinômios {Sλn}n≥0 é chamada de sequência de polinômios ortogonais de
Sobolev se Sλn é de grau n e

< Sλn , S
λ
m >S= ρn,Sδn,m, (2)

onde ρn,S > 0 e δn,m é o delta de Kronecker.
A motivação para o estudo desses polinômios surgiu na teoria de aproximação, mais precisa-

mente no problema de mínimos quadrados [3]. De acordo com [4], a pesquisa sobre os polinômios
ortogonais de Sobolev ficou inativa por quase duas décadas, ressurgindo apenas quando o conceito
de pares coerentes de medidas foi introduzido, o qual será apresentado a seguir.

O par de medidas {dψ0, dψ1} recebem o nome de par coerente de medidas se as respectivas
sequências de polinômios ortogonais mônicos {Pψ0

n (x)}n≥0 e {Pψ1
n (x)}n≥0 satisfazem

Pψ1
n (x) =

P ′ψ0

n+1

n+ 1
+Dn

P ′ψ0
n

n
, n ≥ 1, (3)

com Dn ̸= 0.
O conceito de par coerente de medidas introduzido por A. Iserles e outros em [2], e foi essencial

em pesquisas sobre polinômios ortogonais de Sobolev. Consideraremos {dψ0, dψ1} como par de
medidas coerentes. Seja {Sλn(x)}n≥0 uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com respeito
ao produto interno (1). O objetivo desse trabalho é estudar os zeros de Sλn(x).

Para o estudo dos zeros de Sλn(x) é conveniente dividir os pares coerentes em três classes. Note
que as classes não são completamente disjuntas.

Tipo A

(i) (a, b) = (0,+∞), dψ0 = (x− ξ)xαe−xdx, dψ1 = xα+1e−xdx, com ξ ≤ 0, α > −1;

(ii) (a, b) = (−1, 1), dψ0 = (x− ξ)(1− x)α(1+ x)βdx, dψ1 = (1− x)α+1(1+ x)β+1dx, com ξ ≤ 1,
α, β > −1.
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Tipo B

(iii) (a, b) = (0,+∞), dψ0 = e−xdx+Mδ(0), dψ1 = e−xdx, com M ≥ 0;

(iv) (a, b) = (−1, 1), dψ0 = (1− x)αdx+Mδ(−1), dψ1 = (1− x)α+1dx, com α > −1, M ≥ 0.

Tipo C

(v) (a, b) = (0,+∞), dψ0 = xαe−xdx, dψ1 = xα+1e−x/(x − ξ)dx +Mδ(ξ), com ξ ≤ 0, α > −1,
M ≥ 0;

(vi) (a, b) = (−1, 1), dψ0 = (1− x)α(1 + x)βdx, dψ1 = (1− x)α+1(1 + x)β+1/(x− ξ)dx+Mδ(ξ),
com ξ ≤ −1, α, β > −1, M ≥ 0.

Apresentaremos a seguir, alguns resultados a respeito do polinômio Sλn(x), mostrando que Sλn(x)
tem n zeros reais, distintos e a localização desses zeros em relação a outros polinômios ortogonais.
Mais detalhes podem ser vistos em [5].

Teorema 1. Seja {dψ0, dψ1} um par de medidas coerentes do tipo A,B ou C. Seja {Pψ0
n (x)}n≥0

uma sequência de polinômios ortogonais mônicos com respeito à medida dψ0. Então, para n ≥ 2:

(i) Sλn(x) tem n zeros reais, distintos e no máximo um deles está fora do intervalo (a, b);

(ii) Os zeros de Sλn(x) entrelaçam-se com os zeros de Pψ0
n (x): se p1n < p2n < . . . < pnn são os

zeros de Pψ0
n (x) e s1n < s2n < . . . < snn os zeros de Sλn(x), então s1n < p1n < s2n < p2n <

. . . < snn < pnn;

(iii) Os n− 1 zeros de Pψ0

n−1(x) separam os zeros de Sλn(x).

Além do resultado apresentado acima, serão analisados outros resultados que envolvem o com-
portamento dos zeros de Sλn(x).
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