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Neste trabalho, estruturou-se um modelo matemético que descreve as principais caracteristicas
do Movimento Bidimensional de Projéteis (MBP) sob a Resisténcia do Ar (RA), utilizando a
Segunda Lei de Newton e baseando-se em [2] e [1]. Dessa forma, modelou-se o langamento de
um corpo esférico no qual: (i) a altura de langamento e de chegada sdo iguais; (ii) ndo ha a agado
de ventos; (iii) a altura maxima ndo sofre influéncia da variacdo da gravidade, ¢; (iv) o alcance
horizontal nao sofre interferéncia da rotagao da Terra. Determinaram-se as equagoes do MBP sob
a RA por meio da introdugao da forca de arrasto (F' r), dada por:

?R = —a? (1)

na qual a é o coeficiente de amortecimento imposto pelo ar e T & a velocidade do corpo esfé-
rico. Contudo, o modelo matematico apresentado na equagao (1) funciona bem apenas quando
a velocidade do corpo, em relagao ao fluido que o cerca, é baixa. Dessa forma, para determinar
valores realistas de o para o MBP sob a RA, que costuma ocorrer a velocidade mais altas que o
previsto pela equagao (1), considerou-se a situagdo em que o corpo esta em queda vertical sob o
efeito do arrasto e chega & sua velocidade terminal 7,5, , atingindo o equilibrio entre ? r € a forga
gravitacional, F'g = m?. Portanto:
[Pl = Pyl = ave = mg = a = 77 (2)
t
Para determinar vy, utilizou-se outra equagao que envolve a forga de arrasto, adequada para
velocidades mais altas, ou seja:

1 2m
Bl = [Pyl = 504D =mg = v, = |4 (3)

sendo p a massa especifica do ar, A a area da segao transversal na direcao perpendicular ao
movimento e D o coeficiente de arrasto. Além das equagdes do movimento, nas coordenadas x e
y, obtiveram-se aquelas para o tempo de subida (¢5), o tempo de voo (t,), a altura maxima (H), o
alcance (R) e a trajetoria (y(x)). Realizaram-se simulagoes com as equagoes obtidas, escolhendo-se
trés corpos esféricos distintos (bolas de gude, bilhar e futebol) e fazendo analises comparativas com
o langamento no viacuo. Apresenta-se o resultado de uma dessas simulagoes na Figura 1, na qual se
observam as trajetorias para cada um dos quatro casos (vacuo — C'1; bolas de gude — C2, bilhar —
C3 e futebol — C4), tendo, como dados de entrada, o &ngulo (6y) e a velocidade (vg) de langamento,
respectivamente, iguais a 35,0 e 33,5m/s .
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Figura 1: Trajetorias do MBP para cada um dos quatro casos estudados, obtidas nas simulagoes.

Os dados obtidos nas simulagoes da Figura 1 foram quantificados e dispostos na Tabela 1, em
que 0,,, e R,, sao, respectivamente, o 4ngulo e alcance maximo para cada caso estudado.

Tabela 1: Dados do MBP para cada um dos quatro casos estudados, obtidos nas simulagoes.

Grandeza (unidade) Vacuo Bola de Gude Bola de Bilhar Bola de Futebol

ts(s) 1,96 1,66 1,45 1,36
to(s) 3,92 3,52 3,24 3,11

A =t,/ts 2,00 2,12 2,23 2,29
H(m) 18,8 15,1 12,6 11,6
R(m) 108 70,1 50,1 42.8
Ry (m) 114 70,3 50,3 43,3
Bom () 45,0 37,3 32,2 29,9

Pela Tabela 1, verifica-se que, para o MBP com RA, ¢, é mais que o dobro de t4, implicando
que o tempo de queda é maior que o de subida. Este resultado é consequéncia do efeito do arrasto,
que diminui H (em rela¢do ao vacuo) e, por essa razdo, durante a queda, o projétil ndo atinge
os mesmos valores de velocidade para os mesmos niveis verticais da subida. Adicionalmente, pela
Tabela 1, observa-se que C2 foi o que mais se aproximou de C'1, enquanto C4 foi aquele que mais
se afastou. Isso se explica pela maior area superficial da bola de futebol em relagao & de gude,
proporcionando maior efeito da RA e resultando em menor alcance.

Dadas as dificuldades para se determinar t¢,, uma vez que se chega a uma equagao transcen-
dental, desenvolveram-se trés métodos para a sua obtencao. Dois deles por expansao em série de
Taylor, resultando em equagoes de segundo (boa aproximagao) e quarto (excelente aproximagao)
graus. O terceiro consiste, somente, em multiplicar o tempo de subida pelo fator 2,2, produzindo
um resultado aproximado para o alcance.
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