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Para obter a solugao de problemas de anélise estatica de estruturas e solidos utilizando o Método
dos Elementos Finitos (MEF), é preciso obter a solugao das equagdes que surgem na anélise linear,
que sao do tipo, Ku = f, onde K é a matriz de rigidez, u é o vetor de deslocamento e f o vetor de
carga do sistema de elementos finitos.

A precisao da anéalise de elementos finitos geralmente melhora com um refinamento maior da
malha [1]. Isso leva os analistas a utilizarem sistemas de elementos finitos cada vez maiores para se
aproximar da estrutura real. No entanto, o custo e a viabilidade prética de uma anélise dependem
dos algoritmos disponiveis para resolver os sistemas de equagoes resultantes [2]. O objetivo do
trabalho proposto é apresentar a formulacao e a aplicagdo comparativa entre o método direto
de Cholesky, e o método dos Gradientes Conjugados, que é um método iterativo, em problemas
oriundos de MEF por meio de experimentos computacionais.

O método de decomposicao de Cholesky consiste na decomposicao da matriz de rigidez, K = LL®,
onde L é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais positivos [3]. O célculo dos termos
da matriz L sao obtidos de acordo com a Tabela 1.

Tabela 1: Termos da matriz L.
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Depois de calculada a matriz L, para obter a solucao do sistema de equagoes lineares, resolve-se
o seguinte par de sistemas lineares triangulares:
Ly=feLfu=y (1)

O Método dos Gradientes Conjugados, aplicado & resolugao do sistema linear é o mesmo vetor
u que minimiza a Equagdo (2) ou (3):
r=f—-—Ku (2)

1
H = —u'Ku — u'f (3)

onde r é o residuo e, na mecanica estrutural, [ [ é energia potencial. O gradiente de [] é —r, sendo
assim r é a direcao de descida mais ingreme de um vetor aproximado u. O Método dos Gradiente
Conjugados utiliza dire¢oes de busca p proximas as diregoes de descida mais ingreme, sujeitas a
restrigao de que os vetores p sdo conjugados; isto é, ortogonal a K, o que significa que pfKp; = 0
para i # j. A solu¢do é uma soma ponderada dos vetores p.

u=p1 +@P2 + ... + XnPm (4)
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Nos experimentos variou-se o tamanho do sistema, usando trés matrizes esparsas, sendo duas
delas extraidas da colegdo Matriz Market [4]. Com estes estudos, pretende-se inferir situagoes
onde é preferivel utilizar cada uma das técnicas supracitadas, como também indicar vantagens e
desvantagens a partir das caracteristicas das matrizes.

O problema PP envolve a aproximagao por elementos finitos para um poértico plano com 3
graus de liberdade por né, resultando em uma matriz de tamanho 12 x 12, real, simétrica e definida
positiva (RSDP), com diagonal dominante (DD). Nos problemas NOS1 e NOS3, a analise ¢ da
aproximagdo por elementos finitos do operador biharménico em estruturas diferentes. No NOS1,
em uma viga com uma extremidade livre e outra fixa, usando 80 elementos com 3 graus de liberdade
por no, resultando em uma matriz de tamanho 237 x 237, RSDP, 1017 elementos nao nulos acima
e abaixo da diagonal. No problema NOS3, em uma placa retangular com um lado fixo e os outros
livres, resultando em uma matriz de tamanho 960 x 960, RSDP, com 15844 elementos nao nulos
acima e abaixo da diagonal. Ambas as matrizes sao esparsas e tém a diagonal dominante.

Os métodos foram implementados no GNU OCTAVE, versao 7.1.0, em um notebook com
com processador Intel core i7-7500U, com 8GB RAM DDR4, SSD 256GB e sistema operacional
Windows 10.

Na analise dos resultados para o Método dos Gradientes Conjugados, foram considerados o
namero de iteragdes, a precisdo alcangada (distAncia méxima e relativa), o residuo méximo e o
tempo de execugao. Para o Método de Fatoracao de Cholesky, foram considerados o erro maximo
de fatoracao, o residuo maximo e o tempo de execugao.

Tabela 2: Resultados dos métodos dos Gradientes Conjugados e de Fatoragao de Cholesky.
Método dos Gradientes Conjugados

Problema Iteragoes D. Maxima D. Relativa R. Maximo Tempo
PP 13 0,00 0,00 1,00 E-08 0,025 s
NOS1 928 0,00 1,00 E-08 3,43 E-06 0,189 s
NOS3 232 1,00 E-07 1,00 E-08 7,98 E-06 0,0577 s
Meétodo de Fatoragao de Cholesky

Problema Erro Méaximo de Fatoragao Residuo Maximo Tempo
PP 0,00 0,00 0,014 s
NOS1 2,4 E-07 0,00 23,08 s

NOS3 0,00 0,00 1589,22 s

Os resultados indicam que, para ambos os problemas, houve precisdo nos resultados. No en-
tanto, conforme aumenta o nimero de graus de liberdade e, consequentemente, a matriz de rigidez,
o0 Método de Cholesky torna-se mais lento. Por outro lado, o Método dos Gradientes Conjugados
mostrou-se altamente eficiente para todos os problemas, especialmente para os maiores. Em com-
paragao com o tempo de execugao do terceiro problema, o Método dos Gradientes Conjugados foi
aproximadamente 27 mil vezes mais rapido que o Método de Cholesky.
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