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Torção Generalizada de Reticulados Zn rotacionados
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Dado um reticulado Zn, rotacionado, a partir deste, propomos através do conceito de torção
generalizada, encontrar reticulados mais densos, preservando suas distâncias produtos mínimas
normalizadas. Dessa forma, investigamos a construção de reticulados que sejam úteis simultanea-
mente a canais com desvanecimento do tipo Rayleigh e canais com ruído branco gaussiano.
As definições descritas nas igualdades (1), (2) e (3) a seguir, estão conforme as referências [1, 2, 5].
Um reticulado em Rn, é dado por:

Λ = {u1b1 + u2b2 + · · ·+ umbm : ui ∈ Z, bi ∈ Rn, i = 1, · · · ,m} . (1)

Sendo µ e V (Λ), a norma mínima e o volume do reticulado, a densidade de empacotamento,
é dada por:

∆(Λ) =
volBn (µ/2)

V (Λ)
. (2)

A distância produto miníma normalizada, é dada por:

dp,norm(Λ) =
1

V (Λ)
.dp,min(Λ) =

1

V (Λ)
. min
0̸=x∈Λ

n∏
i=1

|xi|. (3)

Utilizamos em nosso trabalho o reticulado Zn rotacionado. Conforme [4], se n = (p − 1)/2 (p
primo), temos que sua matriz geradora é dada por

R =
1
√
p
DΣT, (4)

em que D,Σ e T são matrizes quadradas de ordem n tais que D = diag(
√
2− 2 cos(2π/p), ...,√

2− 2 cos(2nπ/p)), Σ = [σij ], σij = 2 cos(ijπ/n) e T = [tij ],

tij =

{
1, se i ≥ j
0, se i < j.

Seja R (Zn) a versão rotacionada “ótima” do Zn. Segue que as distâncias produto mínimas
normalizadas para as familias de reticulados tor(δ1,δ2,δ3)

(
R

(
Z3

))
, tor(δ1,...,δ5)

(
R

(
Z5

))
,

tor(δ1,...,δ8)
(
R

(
Z8

))
e tor(δ1,...,δ11)

(
R

(
Z11

))
, são respectivamente, 1

7 ,
1

112 ,
1

177/2
, e 1

235 .
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Seja Z um reticulado com matriz geradora B. Uma torção generalizada4 com parâmetros
δ1, . . . , δn ∈ R, é o reticulado torδ1,...,δn(Λ) cuja matriz geradora, é dada por:

M =

 δ1
. . .

δn

B. (5)

Para o cálculo da norma mínima do reticulado, implemetamos o algoritmo desenvolvido em [3].
Em nosso estudo, encontramos versões torcidas dos reticulados Zn rotacionados com melhores
densidades de empacotamento comparados com suas versões iniciais.

Tabela 1: Análise de Zn, suas versões torcidas.
R (Zn) ∆ (R (Zn)) Λ = torδ (R (Zn)) ∆(Λ) Melhoria(%)
n = 3 0.523599 δ = (81, 146, 182) 0.559634 6.9%
n = 5 0.164493 δ = (4, 8, 11, 13, 14) 0.266544 62%
n = 8 0.015854 δ = (2, 4, 6, 7, 8, 10, 10, 10) 0.048834 208%
n = 11 0.01012 δ = (1, 1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5) 0.054331 437%

Tabela 2: Análise de Zn, suas versões torcidas e os reticulados mais densos nas respectivas dimensões.
R (Zn) ∆ (R (Zn)) Λ = torδ (R (Zn)) ∆(Λ) M ∆(M)
n = 3 0.523599 δ = (81, 146, 182) 0.559634 FCC 0.74048
n = 5 0.164493 δ = (4, 8, 11, 13, 14) 0.266544 D5 0.46526
n = 8 0.015854 δ = (2, 4, 6, 7, 8, 10, 10, 10) 0.048834 E8 0.25367
n = 11 0.01012 δ = (1, 1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5) 0.054331 P11a 0.06624
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4Neste estudo, estamos abordando uma nova definição para torção generalizada diferente da proposta em [5]. Da
mesma forma, tal versão torcida, preserva a distância produto mínima normalizada do reticulado, ou seja, se Λ tem
diversidade máxima, Λ e torδ1,...,δn (Λ) têm as mesmas distâncias produtos mínimas normalizadas.
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