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As algebras de evolugao surgiram héa cerca de 16 anos, quando o autor J.P. Tian [4] propos um
caminho algébrico para representar a autorreproducao de alelos na genética nao mendeliana. Esse
tipo de élgebra faz parte das algebras nao associativas.

Definigao 1. Seja A uma dlgebra sobre R. Dizemos que A é uma dlgebra de evolugdo, que admite
uma base contdvel B = {e;|i € A}, se:

e;-e; =0 para todo i # j,

e? = Z c;rer para todo i. (1)
keA

Ressaltamos que as definicoes apresentadas anteriormente sao definidas sob uma abordagem al-
gébrica. Portanto, enfatizamos que as bases com as quais trabalhamos sdo bases de Hamel. Isso
significa que, para todo elemento nao nulo v € A, existe uma representa¢ao tnica e finita de
elementos da base B = {e; |7 € A}, com coeficientes em R diferentes de zero. Os escalares ¢;; € R
na Equacao (1) sdo chamados constantes de estrutura. Além disso, temos que, se 0 < ¢; < 1 e
> ke Cik = 1 para todo i,k € A, entdo A é chamada de algebra de evolucdo markoviana. Este
nome é escolhido por causa das cadeias de Markov discretas (CMTD). Ou seja, existe uma rela-
¢Ao entre a algebra de evolugao e uma cadeia de Markov {X,, }nen,, @ qual definimos da seguinte
forma: o espaco de estados da cadeia serd S = A e as probabilidades de transi¢ao sao dadas por
Cik ‘— P(Xn+1 = k“Xn = ’L)

Com isso, temos que toda édlgebra de evolugao markoviana gera uma cadeia de Markov. A cons-
trugao inversa é anéloga, ou seja, tendo uma cadeia de Markov, as probabilidades de transi¢cao
serao as constantes de estrutura e o espaco de estados sera S = A. No entanto, nem toda cadeia
de Markov gera uma algebra de evolucao.

Exemplo 1. Consideremos {Xp}nen, wma cadeia de Markov com espago de estados S = Z e
probabilidades de transiciao dadas por:

T sej=i+1, comi#=0,
e ", sej =0, comi=0

Pij = ’ (2)
let

§W, sej#0, comi=0.
gl

O grafo associado & cadeia de Markov € o grafo na Figura 1.
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Figura 1: Grafo da cadeia de Markov {X,, }nen, que ndo gera uma algebra de evolugdo. Fonte: dos
autores.

Portanto, da Equagdo (2), temos para o elemento e3:

_ le !
eg =e 160 + Z iwej« (3)
J€Z\{0} '

Quer dizer, €3 na Equacio (3) tem uma representagdo infinita de elementos da base, o que ndo
pode ser considerado. Portanto, este é um exemplo de uma cadeia de Markov que ndo gera uma
dlgebra de evolugao.

O foco de nosso trabalho sera apresentar quando uma cadeia de Markov homogénea de tempo
discreto (CMTD) gera uma algebra de evolu¢ao. Baseando-nos em [4], apresentaremos vérias
proposicoes e teoremas com uma abordagem probabilistica das propriedades que as cadeias de
Markov e as algebras de evolugdo markovianas compartilham. Baseando-nos nos artigos [1-3],
estudaremos propriedades algébricas das algebras de evolugao markovianas, que tém implicagoes
importantes nas cadeias de Markov e em seus grafos associados.
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