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No trabalho On the isometric embeddability of quadruples of points of R® in the surface of a
sphere (1933b), publicado por Kurt Goédel em 1933, encontramos o registro de um problema de
Geometria de Distancias (GD) que trata da realizacdo sobre a superficie de uma esfera [3]. O
problema foi proposto por Laura Klanfer durante um coléquio em 1933 e consistia em dado um
conjunto de quatro pontos afimente independentes no espaco R3, e suas respectivas distancias
euclidianas, verificar a existéncia de um novo conjunto de pontos pertencentes a superficie de uma
esfera, em R3, de modo que as distancias geodésicas sejam iguais as distancias euclidianas entre os
pontos do conjunto inicialmente dado.

O resultado obtido por Goédel garante a realizacdo de uma 4 — clique realizavel em R? mas
nao em R? na superficie de uma esfera rS?, para algum r > 0 [3]. Em 2016, os pesquisadores Leo
Liberti, Grzegorz Swirszcz e Carlile Lavor publicaram o trabalho Distance Geometry on the Sphere
que traz uma generalizac¢ao do resultado obtido por Gédel [5], dado a seguir.

Teorema 1 (Generalizagdo do Teorema de Godel para Geometria de Distancias). [5] Toda (K +
1) — clique G = (V, E,d) ponderada, onde d : E — R, que ¢ realizdvel em RX mas nao em RE~1,
pode ser realizdvel em rSE=1 (para algum raio r > 0) com distdncias geodésicas.

Em ambos os trabalhos ([3] e [5]), a demonstragao considera que a realizagao do grafo ponderado
pelas cordas existe para p = % > ( suficientemente proximo de zero, justificada por argumentos
de continuidade. Embora a demonstracao formal nao tenha sido apresentada, ou seja, existe um
pE (0, g] tal que o grafo ponderado pelas cordas G, = (V, E, ¢,), com ¢, : d = R, definida por

2 . (di
co(dij) = ;sm <2Jp>, (1)

sempre é realizavel (com mesma dimensdo de realizagao do grafo G) para p € [0,p]. Também é
usado um argumento de ponto fixo para encontrar o raio que corresponde as geodésicas que tém o
mesmo comprimento que as distAncias dadas [4]. Na Figura 1 sdo apresentadas as realizagoes do
grafo G e do grafo G, para K = 3.
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Figura 1: A esquerda a realizacio de uma 4—clique G = (V, E,d) realizével no R® mas nao no R?
e & direita a realizacao do grafo ponderado pela funcao corda G, = (V, E,c,).

Foram realizados testes computacionais e, para todos os grafos realizaveis no R?, mas nio no
R?, tomados de forma aleatéria, obtivemos que o grafo ponderado pelas cordas G, também era
realizdvel no R?, mas nao no R?, para p € (0,Z]. Estendemos para K > 3 e continuamos a
obter um grafo ponderado pelas cordas realizavel e com a mesma dimensao de realizacao do grafo

original. Tais resultados nos levaram a propor a conjectura a seguir.

Conjectura 1. Seja G = (V, E,d) uma (K + 1)—clique realizdvel em RX | mas nio em RE~1 e
pE (0, g], onde a = maxy; jyer dij. Entdo, o grafo G, = (V,E,c,) € realizdvel em R, mas ndo
em RE-T,

Como sequéncia do trabalho [1], onde exploraramos resultados obtidos por Kurt Godel rela-
cionados & Geometria de Distédncias em uma superficie esférica, desenvolvemos um algoritmo que
determina o raio e a realizacdo na esfera. Agora, estamos trabalhando na demonstragdo da vali-
dade da conjectura para p < p suficientemente pequeno. Além disso, continuamos investigando a
validade da mesma para todo p € (0 ’T].
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