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Derivada de Caputo no Modelo de Difusão de Oxigênio
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Este trabalho apresentará uma versão fracionária do modelo de difusão de oxigênio em tecidos.
O caso clássico foi proposto e estudado inicialmente em [3]. Nossa proposta se baseará nas ideias
do artigo [1] onde uma solução analítica aproximada é calculada por meio das séries de Fourier.

Consideramos o problema unidimensional no qual existe uma distribuição da concentração de
oxigênio no interior de uma célula. A partir do instante t = 0, o oxigênio passa a ser absorvido
pelo meio e, desta forma, encontrar uma solução para o problema, é determinar a concentração
c(x, t), com 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0 ; e também encontrar a fronteira móvel, que é a posição, x0(t) ∈ [0, 1],
na qual a concentração se anula no instante t. Em t = 0 temos x0(0) = 1. Para maiores detalhes
sobre o modelo, ver [3]. Segue a descrição do modelo adimensionalizado:

∂c

∂t
=

∂2c

∂x2
− 1 , 0 ≤ x ≤ x0(t) , t ≥ 0 , (1)

que deve satisfazer as seguintes condições:

c =
∂c

∂x
= 0 , x = x0(t) , t ≥ 0 ;

∂c

∂x
= 0 , x = 0 , t ≥ 0 ; (2)

c =
1

2
(1− x)2 , 0 ≤ x ≤ 1 , t = 0 . (3)

Propomos o modelo fracionário que deve satisfazer as condições (2)-(3) e é definido pela seguinte
equação diferencial fracionária:

C
0D

α
t [c(x, t)] =

∂2c

∂x2
− 1 , 0 ≤ x ≤ x0(t) , t ≥ 0 , (4)

onde C
0D

α
t [c(x, t)] é a derivada de Caputo, ver [2], representada por:

C
0D

α
t [c(x, t)] =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

1

(t− τ)α
∂c

∂τ
(x, τ) dτ , 0 < α ≤ 1 . (5)

Utilizando as técnicas apresentadas por [1] obtivemos uma solução analítica aproximada para o
modelo fracionário. É importante destacar que essa solução não satisfaz a condição física c(x, t) ≥ 0
e, portanto, é apenas uma aproximação. Sabemos que a série de Fourier para a condição inicial do

problema é dada por:
1

2
(1− x)2 ∼ 1

6
+

2

π2

∞∑
k=1

(−1)kcos(kπ(1− x))

k2
.

Supondo c(x, t) = a0(t) +

∞∑
k=1

ak(t)cos(kπ(1− x)) e substituindo essa expressão em (4), obtemos:

C
0D

α
t [a0(t)] = −1 ⇐⇒ a0(t) = − tα

Γ(α+ 1)
+A0, (6)

C
0D

α
t [ak(t)] = −k2π2ak(t) ⇐⇒ ak(t) = AkEα(−k2π2tα), (7)
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onde Eα(y) =

∞∑
n=0

yn

Γ(αn+ 1)
é a função de Mittag-Leffler. Com as equações (6)-(7) e a condição

inicial, podemos determinar an(t), ∀n ∈ N e, desse modo, obter a solução do caso fracionário:

c(x, t) =
1

6
− tα

Γ(α+ 1)
− 2

π2

∞∑
k=1

(−1)k−1Eα(−k2π2tα)
cos(kπ(1− x))

k2
. (8)

Portanto, temos uma solução aproximada, e que coincide com a solução encontrada em [1] quando
α = 1. Com isso, é possível avaliar os efeitos causados no modelo ao utilizar uma derivada
fracionária, como, por exemplo, determinar o tempo tα em que a concentração passa a ser nula
em x = 0, ou seja, c(0, t) = 0 , t ≥ tα. A partir da equação (8), utilizando métodos iterativos,
encontramos os seguintes valores de tα para α ∈ {1, 0.9, 0.8, 0.7, 0.6, 0.5}.

t1 = 0.196 , t0.9 = 0.163 , t0.8 = 0.129 , t0.7 = 0.097 , t0.6 = 0.066 , t0.5 = 0.039.

O valor de t1 é o encontrado em [3] e para α < 1 é possível perceber que o tempo necessário para
anular a concentração de oxigênio também diminui, sugerindo que a derivada fracionária causa um
efeito de aumento da velocidade de absorção de oxigênio no meio.

O próximo passo é descrever o modelo fracionário na forma de um problema de complementa-
ridade no qual aplicaremos o algoritmo FDA-NCP [4], como feito em [5] para o caso clássico. Para
determinar a fronteira móvel, x0(t), utiliza-se um refinamento local da malha, como pode ser visto
em [3], porém para o caso fracionário não é possível adaptar essa técnica de forma direta, uma vez
que o operador fracionário é não local. Além disso, estamos interessados em aplicar outras deri-
vadas fracionárias ao modelo, como, por exemplo, a derivada de Riemann-Liouville. Desta forma,
entendemos que estamos contribuindo para o estudo do cálculo fracionário aplicado a modelagem
matemática.
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