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Desde o desenvolvimento da teoria fuzzy, várias definições de integral de funções fuzzy surgiram
(integral de Riemann, de Aumann, de Lebesgue, entre outras), levando em conta características
da função. A integral fuzzy é essencial na modelagem de fenômenos em biomatemática, como no
conceito de valor esperado fuzzy, em sistemas dinâmicos fuzzy, etc. Neste trabalho, apresentaremos
resultados iniciais de uma pesquisa que busca definir a integração de funções com valores fuzzy, a
partir dos resultados encontrados em [3]. Vamos começar com algumas definições importantes.

Definição 0.1. Um conjunto fuzzy A, subconjunto de X, é definido pela função de pertinência

µA : X −→ [0, 1],

onde µA(x) indica o grau de pertinência de x em relação ao conjunto A.

Definição 0.2. Dado A um subconjunto fuzzy de X. O conjunto α-nível de A é definido pelo
conjunto:

[A]α = [a−α , a
+
α ] = {x ∈ X;A(x) ≥ α},∀α ∈ (0, 1].

Mais sobre função de pertinência e conjuntos de nível pode ser visto em [1]. Agora, considere
que os símbolos ∨ e ∧ se referem ao máximo e o mínimo, respectivamente, do conjunto indicado.

Definição 0.3. Dados A1, A2, . . . , An ∈Rf (funções de valores fuzzy reais), J uma distribuição de
possibilidade conjunta entre eles ([2]) e f : Rn → R, a extensão Sup-J de f é dada por

fJ(A1, A2, . . . , An)(y) =

{
∨s∈f−1(y)SupJ(x1, x2, . . . , xn), se s ∈ f−1(y) ̸= ∅,

0, se f−1(y) = ∅.

onde f−1(y) = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ X1 ×X2 × . . . Xn/f(x1, . . . , xn) = y} e s = (x1, . . . , xn).

Definição 0.4. Sejam A,B ∈Rf e J uma distribuição de possibilidade conjunta entre A e B,

(A+J B)(z) = ∨x+yJ(x, y)

é chamada de soma interativa entre A e B e neste caso, f(x, y) = x+ y e +J é a soma interativa
baseada no princípio de extensão Sup-J de f .

A partir destas definições, a Geizane [3] apresenta um teorema que nos dá a caracterização dos
α-níveis de uma soma parametrizada de k números fuzzy, para k ≥ 2. O teorema afirma que

[A1 + γA2 + . . .+ γAn]
α = [∧n

i=1S
−
i (α, γ),∨n

i=1S
+
i (α, γ)], (1)
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S−
i (α, γ) = ∧β∈[α,1](min{(

n∑
j=1

aj) + γ(

n∑
j=1

a−jβ − aj), a
−
iβ + (

∑
j ̸=i

a+jβ) + γ(
∑
j ̸=i

a−jβ − a+jβ)}) (2)

S+
i (α, γ) = ∨β∈[α,1](max{(

n∑
j=1

aj) + γ(

n∑
j=1

a+jβ − aj), a
+
iβ + (

∑
j ̸=i

a−jβ) + γ(
∑
j ̸=i

a+jβ − a−jβ)}). (3)

onde

[Ai]
α = [a−iα, a

+
iα] e ai =

a−i1 + a+i1
2

, α ∈ [0, 1].

Considere, então, a função fuzzy f(x) = B, onde B = (2, 3, 5). O α-nível de B é dado pelo
intervalo [2 + α, 5− 2α], onde α ∈ [0, 1]. Logo, para α ∈ [0, 1] e ∆i ≥ 0:

[Ai]
α = [∆iB]α = ∆i[2 + α, 5− 2α] =⇒

n∑
i=1

[Ai]
α =

n∑
i=1

[∆iB]α =

n∑
i=1

∆i[2 + α, 5− 2α].

Tomando uma partição em [a, b], tal que a = t1 < t2 < . . . < tn = b e ∆i = ti − ti−1, i = 1, ..., n:

[

∫ b

a

Bdt]α = [

∫ b

a

(2 + α)dt,

∫ b

a

(5− 2α)dt] = [(2 + α)(b− a), (5− 2α)(b− a)]. (4)

Por outro lado, a partir de (1), (2) e (3), como ai = 3, a−iβ = 2 + β e a+iβ = 5− 2β, e β ∈ [α, 1]:

S−
i (α, γ) = ∧β∈[α,1]

n∑
i=1

∆i(3 + γ(α− 1)) e S+
i (α, γ) = ∨β∈[α,1]

n∑
i=1

∆i(3 + 2γ − 2αγ), γ ∈ [0, 1].

Para γ = 1, temos S−
i (α, 1) =

∑n
i=1 ∆i(2 + α) e S+

i (α, 1) =
∑n

i=1 ∆i(5− 2α). Tomando n → ∞ e
realizando a integração de a a b obtemos a equação (4), como deveríamos.

De modo inteiramente análogo, se considerarmos γ = 0, teremos

S−
i (α, 0) = ∧β∈[α,1]

n∑
i=1

3∆i e S+
i (α, 0) = ∨β∈[α,1]

n∑
i=1

3∆i =⇒ [

∫ b

a

Bdt]α = 3(b− a).

Para γ = 0, 5, segue que S−
i (α; 0, 5) =

∑n
i=1 ∆i(2, 5 + 0, 5α) e S+

i (α; 0, 5) =
∑n

i=1 ∆i(4− α)

=⇒ [

∫ b

a

Bdt]α = [2, 5 + 0, 5α, 4− α](b− a).

Portanto, pelos exemplos anteriores, parece ser possível realizar a integração de funções de valores
fuzzy considerando os conjuntos α-nível da função, a partir dos resultados da Geizane [3]. Assim,
nosso projeto tem como objetivo ampliar a definição de integral vista nos resultados prelimiares
acima, para funções fuzzy contínuas não constantes e, possivelmente, estender a mesma definição
a funções de medidas mais gerais.
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