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Uma coloração total própria de um grafo G(V,E) é uma atribuição de k cores tanto para
os seus vértices, quanto para suas arestas de forma que não tenhamos cores iguais atribuídas aos
elementos adjacentes e incidentes. O número cromático total de G, denotado por χ′′(G), é o
menor k para o qual G possui uma coloração total própria. Em [1, 6], de forma independente,
conjecturaram que o número cromático total é χ′′(G) = ∆+1 ou χ′′(G) = ∆+2, onde ∆ é o grau
máximo do grafo. Apesar da conjectura continuar em aberto, em [5] foi verificado que a conjectura
é válida para grafos cúbicos, e dizemos que grafos cúbicos são Tipo 1 quando χ′′(G) = 4, e Tipo 2
quando χ′′(G) = 5.

Uma coloração total é equilibrada quando as cardinalidades de quaisquer duas classes de cor
diferem em no máximo 1, o número cromático total equilibrado χ′′

e (G) é o menor k para o qual
G possui uma coloração total equilibrada. Em 1994, Fu [4] conjecturou que o número cromático
total equilibrado de um grafo simples satisfaz χ′′

e (G) ≤ ∆+ 2. A conjectura continua em aberta.
Em 2002, Wang [7] provou que a mesma é válida para grafos cúbicos. Com isso, temos que grafos
cúbicos possuem χ′′

e (G) = 4 ou χ′′
e (G) = 5.

No estudo conduzido por [3], foi explorada a questão sobre a existência de grafos cúbicos Tipo 1
com número cromático total equilibrado χ′′

e = 5. Entre os grafos cúbicos, destaca-se uma classe
conhecida como snarks, grafos que além de cúbicos, não possuem pontes, são ciclicamente 4-
aresta-conexos, com cintura pelo menos 5, e que não podem ser coloridos com apenas 3 cores em
suas arestas. Esses grafos são conhecidos por serem contraexemplos de diversas conjecturas na
Teoria dos Grafos.

Este trabalho é parte de um estudo mais abrangente sobre colorações totais equilibradas em
grafos snarks; dentre os snarks investigados até então, todos possuem número cromático equilibrado
igual a 4. Nosso objetivo é contribuir com a questão levantada em [3]. Neste trabalho, verificamos
que o snark Estrela Dupla, composto por 30 vértices e 45 arestas, possui uma 4-coloração total
equilibrada, contribuindo assim de forma negativa para a questão motivadora e resultando no
Teorema 1, apresentado a seguir.

Teorema 1. O snark Estrela Dupla possui número cromático total equilibrado 4.

Ideia da prova Em [2], foi mostrado que todo snark com até 30 vértices é Tipo 1, portanto
temos que o snark Estrela Dupla possui uma 4-coloração total. Provamos que é possível colorir
este mesmo grafo com uma 4-coloração total equilibrada. Para tanto, considere c1, c2, c3, c4 as
classes de cores usadas na coloração total do grafo. Este snark possui 75 elementos entre vértices
e arestas, e obtemos uma coloração total equilibrada com classes de cores c1, c2, c3, c4 possuindo
cardinalidades iguais a 19, 19, 19 e 18, respectivamente. Na Figura 1 é apresentada esta 4-coloração
total equilibrada.
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Figura 1: Snark Estrela Dupla com uma coloração total equilibrada com 4 cores.
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