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Propor uma modelagem para um campo vetorial de um sistema dinâmico costuma ser um
desafio importante e complexo na prática pois, em muitas situações, pode ser difícil chegar a um
consenso sobre as variáveis a serem utilizadas, além de haver incertezas intrínsecas ao problema.
Visando uma alternativa para esta questão, o presente trabalho propõe a utilização de um sistema
de base de regras fuzzy (SBRF), cujas regras são obtidas com o auxílio do método de aprendizado
de máquinas para clusterização, K-means.

Como forma de validação, realizamos a aplicação do método à curva logística, uma vez que
essa é amplamente conhecida, possibilitando assim verificar a qualidade e coerência dos resultados.
Na tentativa de melhorar os resultados obtidos ao utilizar a mesma metodologia com a inferência
de Mamdani [1, 2], exploramos a inferência de Takagi-Sugeno (TKS) [3], que nos possibilita uma
modelagem melhor para os conjuntos fuzzy consequentes, viabilizando um resultado final mais
assertivo. Deste modo, para a viabilizar a utilização da inferência de TKS, cada conjunto fuzzy
consequente será dado por uma reta do tipo v = αu+β cujos coeficientes α e β são obtidos através
do ajuste de regras de mínimos quadrados (MQ) aplicado a cada agrupamento. Assim, partimos
da solução do PVI do modelo de crescimento populacional de Verhulst tradicional, descrita por:

P (t) =
P0 ∗ P∞

(P∞ − P0)e−rt + P0
, (1)

em que P∞ é a capacidade de suporte do meio, P0 a população inicial e r a taxa de crescimento
específico. Com o intuito de gerar um campo vetorial, adicionamos ruído às variáveis P∞ e r. No
exemplo da Figura 1(a) tomamos P∞ = 136, 28 e r = 0, 46. Seguidamente, em posse do campo
vetorial que representa um crescimento populacional, calculamos a sua derivada temporal, utili-
zando o coeficiente angular fornecido pelo método de MQ, obtendo a Figura 1(b). Posteriormente,
relacionamos a derivada populacional com a população, resultando na Figura 1(c).

(a) Campo vetorial. (b) Derivada temporal (c) Gráfico de x × dx/dt.

Figura 1: Tratamento de dados. Fonte: Produzido pelos autores.
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A clusterização dos dados [4] da Figura 1(c), resultou na Figura 2(a), onde aplicamos o método
de K-means, com K = 9. Esse número foi obtido empiricamente após uma série de testes, que
podem ser conferidos em [5]. As projeções dos grupos no eixo horizontal fornecem ferramentas para
realizar as delimitações dos conjuntos fuzzy dos antecedentes [6], como descrito na Figura 2(b). Já
os consequentes são descritos por K retas, do tipo v = αiu+βi, com i = 1, ...,K = 9 fornecidas pelo
ajuste de curvas de MQ de cada grupo. Esses conjuntos antecedentes e consequentes são associados
de acordo com o SBRF conjuntivas “Se a é/está Ai, então b é/está Bi”, com i = 1, ...,K = 9, o
módulo de inferência de Takagi-Sugeno e defuzificação por centro de massa. Por fim, esperamos
que a saída fuzzy fornecida pelo SBRF seja uma função que aproxima o campo da Figura 1(a).
Para visualizar a solução obtida, tomamos o método numérico de Euler, resultando na Figura 2(c).

(a) Agrupamentos para K=9. (b) Conjuntos de antecedentes (c) Solução obtida com o SBRF.

Figura 2: Resultados obtidos. Fonte: Produzido pelos autores.

Por fim, utilizamos o RMSE para comparar a solução com a curva original, ilustradas na
Figura 2(c). O método com inferência de TKS obteve um RMSE de 8,12, enquanto o método com
inferência de Mamdani chegou a um RMSE de 17,50. Logo, este trabalho apresentou uma melhora
em relação ao resultado anterior. Esta melhoria também foi observada ao tratar de dados reais.
Assim, a utilização da inferência de TKS se mostra mais adequada neste contexto.
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