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A equagao eliptica em dominios arbitrarios (possivelmente com fronteira movel) é central para
muitas aplicagoes, como fenémenos de difusao, dindmica de fluidos, eletromagnetismo e muitos
outros. A ampla gama de aplicagoes pode exigir diferentes tipos de condigoes de fronteira. Os
Métodos de Elementos Finitos (MEF) sao abordagens bem estabelecidas para resolver Equagoes
Diferenciais Parciais (EDP), no entanto, apresentam dificuldades na geragao de elementos para
representar uma variagao significativa da curvatura de fronteiras complexas e o projeto de particao
balanceada da malha para aplicagoes paralelas é pouco pratico. Por estas razoes, métodos Level
Set (LS) com abordagens baseadas em Métodos de Diferengas Finitas (MDF) onde o dominio
estd imerso em uma malha fixa estao aumentando sua popularidade na literatura, uma vez que
nao requerem nenhum esforgo de geracao de malha e ao mesmo tempo permitem um projeto
natural de redes paralelas [2]. O método Multigrid (MG) esté entre os métodos iterativos mais
eficientes para EDP discretas. Inicialmente projetados para equagoes elipticas, os métodos MG
foram amplamente adotados para resolver inimeros problemas gracas ao seu custo de computagao
ideal que é escalonado linearmente em relagao ao nimero de nés computacionais para matrizes
esparsas, superando muitos outros métodos numéricos. Embora inicialmente abordagens de MG
tenham sido propostas para dominios simples, como retangulos em 2D e cubos em 3D, a aplicagao
a dominios de formas mais complexas ganhou um interesse crescente na comunidade cientifica nos
ultimos anos em varios contextos [2|. Neste contexto, no presente trabalho considerou-se a equagao
eliptica com coeficiente ~y

-V - (vVu) = f,em Q, (1)

com condigoes de fronteira u = gp,em I'p (Dirichlet) e/ou du/dn = gn,em I' y (Neumann), sendo
n é o vetor normal unitario exterior a df2, enquanto f: Q >R, gp : T'p > Re gy : 'y — R séo
fungoes atribuidas. Na solugao numérica desta equagao considera-se um dominio computacional
D = [~1,1]%, com d > 1 um inteiro, sendo resolvida em um dominio arbitrario suave  C D, isto
é, 0Q € C' (podendo representar uma forma complexa) de tal forma que 9Q N AID = () (interse¢io
das fronteiras de D e Q é o conjunto vazio). Podendo ainda {I'p, 'y} representar uma particao de
00 (istoe, T=TpUly =00, TpNTy =0). A fronteira I' pode ser capturada com uma fungao
de level set ¢ : D — R, de tal maneira que (x,y) € Q < ¢o(z,y) <0, (z,y) € IN & ¢o(x,y) = 0.
A partir da fungao de level set, é possivel calcular o vetor normal unitario exterior a interface (o
conjunto de nivel zero) e a curvatura: n = Voo /|Vo|, kK = V- n. A discretizagdo do operador
eliptico (na equagéo (1)) é realizada pelo MDF utilizando diferengas centradas, usando o esténcil
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simétrico de cinco pontos em duas dimensoes espaciais, centrado em cada uma das IN; células da
malha interna (em 592, interior de Q). A simetria do esténcil de cinco pontos proximos a fronteira
I sugere a introdugdo de Ng células fantasmas (ghost-cell), ou seja, células da malha cartesiana
fora do dominio §2 e pertencentes a um esténcil de cinco pontos centrados em um ponto interior.
Para fechar o sistema linear discreto, escreve-se uma equacao para cada célula fantasma, aplicando
a condicao de contorno na célula mais proxima da fronteira, por uma interpolacao adequada.
O desenvolvimento do método MG para a solu¢do do sistema formado pela equagdo (1), com
condi¢oes de fronteira, teve como ponto de partida o estudo e implementagao baseados no trabalho
de Coco [3] para d = 2, Q = [0,1]¢ e v = 1, para condicdes de fronteira de Dirichlet e Neumann.
Posteriormente, foi estudado e implementado um método LS baseado no trabalho de Chen et al.
[1]. A seguir, um método MG foi desenvolvido, baseado no trabalho de Kostler [4], com células
fantasmas para a equagao (1) discretizada por MDF com as condigdes de fronteira de Dirichlet e
Neumann em duas dimensoes. Testes numéricos em diferentes geometrias e resolugao de malha
foram realizados. Em todos os testes foram escolhidas expressoes analiticas da solucdo exata u e do
coeficiente de difusao v com as quais foram determinadas as condi¢Ges necessérias para o problema
(f, gp e gn), além de serem usadas nas estimativas de erros e ordem de precisdo. Inspirado em [3],
a partir de uma expressao analitica escolhida para a fungao de level set ¢q foi definida uma fungao
distancia com sinal ¢ por um procedimento de reinicializagao baseado na solugao numérica da
equagao 9¢ /0t = sinal(¢o)(1—1||V¢||), ¢ desempenha o papel de fungao de level set. Em dominios
mais simples (como circulo ou elipse) o fator de convergéncia ideal (reportado na literatura de
multigrid) é alcangado mesmo se o método for usado em malhas muito grosseiras, enquanto para
dominios mais complexos (como um em forma de flor) o fator de convergéncia ideal é obtido apenas
em malhas suficientemente refinadas e as vezes é ligeiramente diferente do fator ideal. Com esta
geometria mais complexa, o multigrid ndo converge se a malha mais grosseira usar N = 8 (malha
para o dominio computacional D de NxN), convergindo apenas para o valor minimo de N = 16.
No caso do coeficiente 7 ser suave, o método mantém a precisao de segunda ordem. Se o coeficiente
~ nao for suave, é observada uma perda de precisao. Melhores condi¢oes de convergéncia do método
MG para dominios complexos e manutencao da precisao numérica para coeficientes v nao suave
estdo sob investigagdo numérica e tedrica baseadas em estudos recentes [2] que utilizam diversas
ferramentas da teoria matricial e em particular da configuragao de operadores Toeplitz, cuja analise
fornece informacoes sobre a estabilidade do método.
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