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Uma importante questão na área de ecologia é determinar como populações crescem. Nem
sempre o problema de modelar o crescimento de uma população tem resposta simples e, por isso,
uma variedade de modelos são propostos e podem ser encontrados na literatura [1, 2]. Entender
os modelos clássicos de dinâmica populacional unidimensional torna-se tarefa indispensável para
que se consiga propor adaptações desses modelos ou mesmo novos modelos que se adéquem a uma
população específica. Neste trabalho propõe-se o estudo de três modelos: modelo de Malthus, de
Verhulst [2] e de Montroll [1] com destaque às suas diferenças e características inerentes de cada
um deles. Para além do estudo teórico, este trabalho propõe a análise crítica dos modelos através
de um estudo de caso: modelar a população da cidade de Volta Redonda, no estado do Rio de
Janeiro. Serão feitas simulações numéricas, com base em dados reais, para estimar os parâmetros
de cada modelo e, então, será feita uma comparação entre as soluções obtidas numericamente e os
dados reais coletados.

Podemos explicitar, de maneira simplificada, que o modelo de Malthus propõe que a taxa de
variação da população é proporcional ao tamanho da população. Já os modelos de Verhulst e de
Montroll entendem que a população, vivendo num determinado meio, deverá crescer até um limite
máximo sustentável, isto é, ela tende a se estabilizar [1] e, por isso, incorpora em sua formulação
uma queda no crescimento da população. As equações diferenciais que descrevem os modelos
citados, bem como a solução analítica de cada uma delas está descrita a seguir:

Modelo de Malthus: Supondo N(t) o valor da população no instante t, a solução do modelo
de Malthus é dada por N(t) = N0e

kt, onde k > 0 é a taxa de crescimento e N(0) = N0 indica a
população inicial.

Modelo de Verhulst: Supondo N(t) o valor da população no instante t, a solução do modelo

de Verhulst é dada por N(t) =
N0β

N0 + (β −N0)e−rt
, onde N(0) = N0 indica a população inicial, β

é a capacidade suporte e r é a taxa de crescimento da população.
Modelo de Montroll: Sendo N(t) o valor da população no instante t, a solução do modelo

de Montroll é dada por N(t) =
N0β

[Nα
0 + (βα −Nα

0 )e
−αrt]

1
α

, onde N(0) = N0 indica a população

inicial, β é a capacidade suporte, r é a taxa de crescimento da população e α é o indicador da
posição do ponto de inflexão da curva. Vale ressaltar que para α = 1, o modelo de Montroll se
equivale ao modelo de Verhulst.

Na Figura 1a está ilustrada a população de Volta Redonda em função do tempo, em anos,
segundo dados do IBGE [3], [4]. Percebe-se que a população ainda está em crescimento, o que
permeia a tentativa de descrever a população através de modelos matemáticos, a fim de predizer o
tamanho da população em anos posteriores. Supondo que a população de Volta Redonda cresce de
acordo com o Modelo de Malthus, estimamos o parâmetro k = 0, 00582011 através de um ajuste
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linear sobre os dados, que gerou a reta z = kt+ b, onde z = lnN(t) e b = lnN0 ≃ 0, 999412, o que
implica N0 ≃ 2, 71667036518. Assim, a população foi modelada utilizando os parâmetros obtidos,
conforme visto na Figura 1b. Com os resultados obtidos fica evidente a necessidade de um melhor
ajuste da taxa de crescimento.

(a) População real. (b) Resultado numérico usando o modelo de Malthus

Figura 1: Gráficos da população de Volta Redonda em função do tempo. Fonte: Elaborado pelos autores.

Entre os anos analisados, vale destacar alguns aspectos relevantes, como o fato de que em
meados da década de 90, a Companhia Siderúrgica Nacional (CSN) foi privatizada, o que pode ter
impactado a população da cidade. Além disso, em 2010 houve alteração na metodologia utilizada
pelo IBGE, o que pode explicar dados outliers na base de dados do instituto. Para o resultado
final do trabalho, além da melhoria no modelo de Malthus será estimada a capacidade suporte da
população, a fim de projetar a população de Volta Redonda através dos modelos de Verhulst e
Montroll.
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