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A equação de transporte de partículas é uma equação fundamental na modelagem de diversos
fenômenos, como transferência radiativa e transporte de nêutrons [3, 4]. Devido a sua comple-
xidade, aproximações em ordenadas discretas são utilizadas para simplificar o tratamento dos
operadores integrais angulares presentes no modelo. Em casos especiais, essa abordagem permite
reduzir o problema a um sistema de equações diferenciais cuja solução pode ser obtida analitica-
mente. Contudo, a avaliação da solução particular [1], onde os termos de fonte externa podem ser
dos mais variados tipos, requer a avaliação de operadores integrais na variável espacial.

Nesse contexto, a implementação de quadraturas adequadas se torna imperativo. Quando
os termos de fonte externa são conhecidos, esquemas de quadratura adaptativos [2] podem ser
utilizados para aproximar os operadores integrais. Tendo em vista a flexibilidade e a precisão desses
esquemas, bem como o interesse em problemas de transporte não homogêneos, neste trabalho
investigamos a aplicação de uma quadratura adaptativa na avaliação da solução particular da
equação de transferência radiativa unidimensional
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onde I é a intensidade, τ ∈ (0, τ0) é a variável espacial, µ ∈ [−1, 1] é a variável angular, ω ∈ (0, 1)
é o albedo de espalhamento, βl são os coeficientes da expansão da função de fase em polinômios
de Legendre, L é o grau de anisotropia e S é a fonte externa de radiação.

Tomando uma discretização angular com N nós µk ∈ (0, 1] e N pesos wk, expressamos a solução
particular em ordenadas discretas, derivada via função de Green, na forma [1]
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sendo C±
j as funções
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νj os autovalores, ϕ (νj ,±µk) as autofunções e N (νj) as integrais de normalização. Para o cál-
culo das integrais espaciais em (3), consideramos o esquema de quadratura duplamente adaptativo
CQUAD [2]. Esse esquema utiliza ordens crescentes da quadratura de Clenshaw-Curtis para apro-
ximar a integral em cada intervalo. Uma estimativa do erro é obtida a partir da norma L2 da
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diferença entre os polinômios interpoladores de ordens sucessivas. Se essa diferença for muito
grande ou se a ordem máxima da quadratura já tiver sido aplicada, o intervalo é bissetado. O
algoritmo CQUAD é capaz de tratar diversos tipos de integrandos (contendo singularidades, por
exemplo), sendo adequado para uma implementação de propósito geral.

Na Tabela 1, apresentamos resultados para a radiação incidente (relativa à solução particular),

Gp (τ) = 2π

∫ 1
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calculada em meio altamente espalhador e com termo fonte relevante em problemas com incidência
de radiação colimada [3]. Esses valores comparam os resultados obtidos calculando-se as integrais
em (3) de forma exata e pela quadratura adaptativa com tolerância de 10−12 para os erros absoluto
e relativo. Em ambos os casos, consideramos a discretização angular via quadratura de Gauss-
Legendre no semi-intervalo (0, 1] com N = 40. Como é possível observar, os resultados apresentam
ótima concordância, com erros relativos inferiores à tolerância solicitada.

Os testes aqui apresentados fazem parte de investigação mais geral de quadraturas adapta-
tivas e devem ser comparados com outras abordagens e esquemas de quadratura para aplicação
em problemas de interesse na área de segurança nuclear envolvendo os chamados momentos mul-
tiplicativos [4]. Os intervalos de definição das quadraturas e sua adaptabilidade podem afetar
significativamente a acurácia dos resultados finais.

Tabela 1: Radiação incidente Gp calculada com τ0 = 1, ω = 0.9, βl = (2l + 1) gl, g = 0.8, L = 99

e S (τ, µ) = ω
4π

L∑
l=0

βlPl (µ) e
−τ .

τ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Exato 0.298172 0.517300 0.675539 0.792538 0.875735 0.926364

CQUAD 0.298172 0.517300 0.675539 0.792538 0.875735 0.926364
Erro relativo 4.97E-13 6.03E-14 3.73E-14 9.88E-14 5.72E-14 2.16E-13
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