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Chamamos de movimento browniano fracionario (mBf) um processo estocastico gaussiano
BH(w) = {BH(t)}4>0 com média zero e funcio de covariancia dada por

E [B"(t)B" (s)] = %(t”f +$2H | — g2H), (1)

onde o pardmetro 0 < H < 1 é conhecido como indice de Hurst.

Esse processo foi introduzido pela primeira vez em um espago de Hilbert por Kolmogorov
em 1940, onde foi chamado de Hélice de Wiener. O nome "movimento browniano fracionéario"é
devido a Mandelbrot e Van Ness, que em 1968 forneceram, em [5], uma representacao deste processo
como uma integral fracionaria de Weyl com medida semi-martingale em termos de um movimento
browniano padrao. Ja o indice de Hurst, nomeado por Mandelbrot em [5], faz homenagem ao
Hidroélogo britanico Harold Hurst, que introduziu a anéalise de intervalo redimensionado ou
analise R/S, em [4], ao estudar a variagdo anual do nivel das aguas do sistema do rio Nilo.

O mBf apresenta propriedades relevantes para a modelagem de muitas situagoes reais. Destacam-
se, entre elas, a dependéncia de longo alcance e a propriedade de autossimilaridade. Primeiramente,
considerando os incrementos, Bff — B , e Bﬂ_h —BH onde s+h >tet—s= (n+1)h. Denotando
por pg(n) a funcao de covariancia (1) para incrementos

prr(n) = S [0+ 1P 4 (0 — 1727 — 207M], (2)

De (2) observamos que, se H > 1/2 a correlagdo entre os incrementos é positiva, se H = 1/2 os
incrementos sdo independentes e se H < 1/2 a correlacao é negativa. Segue, ainda, de (2) o limite,

: p(n)
A HH — ez b ®)
de onde concluimos que B} possui dependéncia de longo alcance.

Ja a propriedade de autossimilaridade é o que confere ao mBf sua caracteristica de fractal esta-
tistico. Entendemos como propriedade autossimilar a seguinte afirmagao: Para qualquer constante
a > 0, os processos {a H#B,,t > 0} e {B;,t > 0} tém a mesma distribui¢ao. Esta propriedade
é consequéncia imediata do fato da fungdo de covariancia (1) ser homogénea de ordem 2H. E
possivel mostrar que a dimenséo fractal D da trajetéria de um mBf unidimensional é relacionada
com o indice de Hurst pela formula, D =2 — H.

Essas propriedades tornam o mBf um modelo de ruido adequado em diferentes aplicagoes,
como matematica financeira, biomatematica, anélise de trafego de rede e hidrologia. No ambito
da modelagem de mercados financeiros, a vantagem adquirida com a propriedade de dependéncia
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de longo alcance, trouxe consigo uma limitagao significativa, a presenga aparentemente inevitavel
de oportunidades de arbitragem. A presenca de arbitragem no modelo contradiz a hipotese de
eficiéncia do mercado, uma das principais hipoteses na teoria financeira. Mesmo que modelos
baseados na integral de Wick-Ito, como em [3], parecam contornar esse problema, Bjork e Hult,
evidenciaram em [1] que tais modelos fazem uso de definigdes que carecem de significado econdmico.

Uma outra dificuldade aparece na incompatibilidade de modelos baseados no mBf com a hi-
potese da tratabilidade continua. Isto é, a suposicao de que investidores individuais sao capazes
de negociar continuamente. Em [7], Rostek e Schobel demonstram por um anélogo fracionario
aos argumentos apresentados em [8] que independente do calculo de integragao aplicado, o hedge
continuo elimina o risco e, portanto, torna os precos das opgoes deterministicos. Cheridito em
[2] demonstra que se um tnico investidor ndo puder realizar duas transagoes consecutivas em um
intervalo de tempo infinitesimal, o mercado pode ser considerado como livre de arbitragem, uma
vez que os investidores nao terao acesso a essas oportunidades.

No entanto, essa condigao resulta em um mercado dinamicamente incompleto, isto é, a auséncia
de arbitragem garantida por essa restricao nao pode ser aproveitada como em um modelo livre
de arbitragem para precificagao de opgoes pois estratégias dindmicas de hedge que envolvem um
ajuste continuo da carteira de replicacao nao sao mais permitidas.

Neste trabalho, além da caracterizacao de Mandelbrot e Van Ness, visamos o estudo das prin-
cipais propriedades do movimento browniano fracionério, seguindo [5, 6]. Mostraremos como é
necesséario o desenvolvimento de um calculo estocéastico especifico para o tratamento de modelos
baseados no mBf, uma vez que esse processo nao é um semi-martingale e ndo podemos usar o
calculo classico de Ito. Além disso, discutiremos a presenga de arbitragem em modelos de mercado
fracionérios e a nao compatibilidade desses modelos com a hipétese de tratabilidade continua.
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