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Uma maneira de descrevermos um reticulado é como toda combinagao linear inteira de vetores
linearmente independentes. Um subconjunto A” C A é um sub-reticulado de A se A" também for
um reticulado. Outros conceitos importantes podem ser encontados em |1, 2].

Neste trabalho vamos considerar métricas em R™ induzidas por uma norma, isto é d(z,y) =
lz — y||. Mais sobre as normas em [5].

Consideremos A, um reticulado, de agora em diante denominado como reticulado ambiente.
Diremos que qualquer sub-reticulado A C A, é um co6digo no ambiente A,.

Um ladrilhamento do R™ por um reticulado A é uma cobertura disjunta do R™ por uma regiao
fundamental F fixada, isto &, R" = U (x + F), em que F & uma regido fundamental qualquer.

xTEA
Regides fundamentais associadas a um reticulado séo regides que ladrilham o span(B) através de

translagoes por pontos do reticulado.
Outro conceito importante e que utilizaremos bastante é o de bola discreta. Dado um reticulado
A., a bola discreta denotada por By(zx,r) (bola na métrica [,) é definida como

By(z,r) = {(yl,...,yn) SV I T L S S P T Srp}, 1<p<oo.

Quando & = 0, denotaremos a bola simplesmente por Bp(r). As caracterizacoes de ladrilhamentos
podem ser vistas com mais detalhes em [6].

E significativo definir o conjunto de todas as distancias realizaveis em A,, dado por
D, =Dn(Ag) ={llz| : = € Ag} (1)

Definimos o raio de empacotamento (discreto), denotado por r(A), como sendo o maior r,
tal que

(i) ((Bp(r)+A) N By(r) N Ay =0, onde 0 # X € A;
(ii) r € Dp(Ag).
Além disso, se A também cumprir a seguinte propriedade
(it}) By(r)+ A=A,

A sera dito um coédigo r-perfeito em A,.
Sendo assim, o problema de encontrar codigos perfeitos em A, estd associado a dificuldade de
encontrar uma cobertura para A,. Nesse sentido, veremos condicoes para se obter esses codigos.
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Os teoremas 3.0.6 e 6 de [3, 6], respectivamente, nos dizem que, para o codigo que estamos ana-
lisando ladrilhe o reticulado ambiente, precisamos verificar se bolas centradas em pontos distintos
do codigo com raio r sdo disjuntas. Ou seja, precisamos verificar se existe um empacotamento.

E importante ter bons limitantes superiores para o raio de um codigo perfeito para saber quando
parar as buscas, pois a partir daquele limitante nao encontraremos mais nenhum coédigo perfeito.
Vamos trabalhar aqui com limitantes obtidos por [4] para termos uma nogao de onde parar as
buscas. Esses limitantes sao uma generalizagao feita para trabalhar com reticulados ambientes
gerais na métrica euclidiana (ls).

Os passos do algoritmo de busca s@o os seguintes: fixar valores para p, n e escolher o reticulado
ambiente que iremos utilizar. Como nosso foco é trabalhar com o ambiente A,, e na dimensao 2,
basta fixar o valor para p. Feito isso, obtemos todos os pontos de A, que possuem norma menor
ou igual a r. O algoritmo utilizado aparece em [6] com mais detalhes.

Em resumo, o algoritmo citado vai listar todos os codigos r;-perfeitos em As. Dados o reticulado
ambiente, a dimensao, o valor de p, vamos listar todos os valores possiveis para o raio r;. Em
seguida, deve-se calcular a cardinalidade da bola B;}(n) para obter o vol(A) (volume de A) e, na
sequéncia, listar todos os reticulados A com o volume que foi dado no passo anterior (lembrando que
o volume corresponde ao determinante do reticulado em méodulo). Dessa lista de reticulados so6 nos
interessam os que sao codigos perfeitos para As. Nesse sentido, faremos o “Teste de Injetividade",
ou seja, verificamos se bolas centradas em diferentes pontos do codigo e de raio r sao disjuntas.
O “Teste de Injetividade"é baseado no teorema 6 de [3] e basicamente diz que, para cada A C A,
consideramos um homomorfismo ¢ : Ay — G, onde G é um grupo abeliano de cardinalidade igual
ao determinante do codigo (|G| = det(A)). Dada a bola Bz’}(ri), vamos analizar a agdo de ¢ nos
pontos da bola B;}(n) Se essa aplicagao nao for bijetora, descartamos o reticulado, caso contrario,
pelo teorema temos que esse codigo é perfeito. E assim, para cada valor de p dado, saberemos a
quantidade e para quais raios sao obtidos cédigos perfeitos, além de listar os codigos perfeitos no
reticulado ambiente As.
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