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Resumo: A equagdo de Duffing nas suas vdrias formas pode ser utilizada para descrever
diversos sistemas ndo lineares. Embora a maioria dos sistemas fisicos ndo possam ser descritos
com precisdo desta forma, para uma ampla gama de condi¢bes operacionais tais como a
frequéncia e amplitude de excitagdo, em muitos casos, é possivel a utilizagdo desta equagdo
como uma descri¢do aproximada, de modo que seu comportamento possa ser estudado
qualitativamente. Neste trabalho considera-se a andlise das deflexbes grandes de uma Viga com
rigidez ndo linear, cujo modelo matemdtico pode ser descrito por uma equag¢do de Duffing. A
linearizagdo exata no espago de estados é o método proposto para andlise dessa dindmica ndo
linear. Apresenta-se a andlise da dindmica interna e da estabilidade assintotica local.
Finalmente, exemplos numéricos sdo apresentados.

Palavras-Chave: Equacdo de Duffing, Deflexdo de Vigas, Linearizagdo Entrada-saida,
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1 — Introducao

Os projetos de grandes estruturas que envolvem dados de dificil defini¢do tém utilizado
cada vez mais o recurso de monitoragdo durante a sua construgdo para tomadas de decisdes.
Nesses momentos, as comparagdes entre resultados da monitoragdo com os obtidos de modelos
matematicos tém permitido a continuidade na execucdo dessas obras com maior controle e
qualidade [1]. A analise estrutural desempenha um papel importante no desenvolvimento do
projeto de tais estruturas e modelos matematicos cada vez mais sofisticados propiciam analises
inimaginaveis até alguns anos atrds, fornecendo subsidios para andlises paramétricas e
permitindo simula¢des de etapas construtivas com o nivel de detalhamento desejado pelos
projetistas [3].

E sabido que massa, mola e amortecedor sdo componentes basicos de sistemas oscilatorios
(mesmo que s6 aparecam conceitualmente, no modelo matematico) e como os sistemas fisicos
sd0 inerentemente ndo lineares, as ndo linearidades podem ser introduzidas nas equacdes
diferenciais que governam os modelos matematicos de tais sistemas, através desses
componentes. Como exemplos de problemas de vibragdes ndo lineares podem ser citadas as
vibragdes de vigas, de cabos, de um péndulo, de alguns isoladores, de circuitos elétricos, cujos
modelos matematicos sdo muitas vezes descritos por equacdes do tipo da Equagdo de Duffing
[4], [5].

Embora técnicas de analise de sistemas lineares sejam bastante desenvolvidas, atualmente a
busca por métodos de analise e controle de sistemas ndo lineares estd em franca expansio.
Como exemplo pode-se citar técnicas ndo lineares baseadas na teoria de estabilidade de
Lyapunov e métodos de linearizagdo exata no espaco de estado [7], [16].

A linearizagdo exata por realimentagdo (do inglés Feedback Linearization) € um
procedimento que permite transformar a dindmica de um sistema ndo linear, em uma dindmica
linear, mediante uma realimentacdo nio linear dos estados ou da saida escolhida previamente.
Além disso, ¢ uma parte essencial para o desenvolvimento de controladores ndo lineares
robustos e adaptativos [16]. Esta metodologia de analise (e projeto) de dindmicas ndo lineares
tem sido utilizada com éxito numa grande gama de aplicagdes, como em problemas de
rastreamento, no controle de bracos de robd e manipuladores, pecas de artilharia, helicopteros,
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avides e satélites, além de ser usado em aparelhagem médica e nas industrias quimica e
farmacéutica [7], [13], [14] e [16]. Matematicamente, o que se faz ¢ efetuar uma mudanga de
variaveis de estado (mudanc¢a de coordenadas) no sistema que se deseja linearizar, e introduzir
uma variavel de entrada auxiliar. Dependendo do caso, o sistema vai se tornar totalmente
linearizado, ou somente em parte. Pode-se entdo utilizar de técnicas lineares conhecidas para
prover o sistema em malha fechada com outras propriedades, tais como estabilidade e robustez
[15].

Na linearizacdo exata por realimentagdo existem dois métodos principais, a linearizago
entrada-estado e a lineariza¢do entrada-saida [7], [16]. A metodologia abordada nestas notas
sera a linearizagdo entrada-saida, aplicada nas vibragdes grandes de uma viga bi-apoiada, com
rigidez ndo linear. O objetivo € decompor a dinamica do sistema ndo linear que se deseja
linearizar na chamada forma normal, isto é, em uma parte externa linear (entrada-saida) e uma
parte interna ndo linear e ndo observavel. Para tal, define-se um novo conjunto de estados,
definidos a partir da saida e suas derivadas e prova-se a existéncia de um difeomorfismo, o qual
transforma o sistema ndo linear em outro linear de menor grau, que relaciona a entrada e a saida,
e uma parte ndo linear que representa os estados ndo observaveis, e que fornece a dindmica
interna do sistema original [8], [9].

O conhecimento da dindmica interna é importante, pois, a partir de seu equacionamento,
torna-se possivel a andlise da dindmica zero, a qual pode ser utilizada para analise de
estabilidade assintotica da dindmica ndo linear, e assim avaliar se a linearizacdo por
realimentac@o pode ser usada (qualquer sistema em malha fechada tem que ser estavel) [7], [16].

Como o movimento do primeiro modo de vibragdo de uma viga bi-apoiada nas
extremidades com rigidez ndo linear e de comprimento 1, pode ser modelada matematicamente
por uma equagao de Duffing.

Neste trabalho a linearizagdo exata no espaco de estados é o método proposto para analise
desta dinamica. Apresenta-se a andlise da dinamica interna de tal sistema, a andlise de
estabilidade assintdtica além da utilizagdo desse método para apresentar uma lei de controle ndo
linear que possibilita o controle das vibragdes. Finalmente, exemplos numéricos sdo
apresentados.

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma: na se¢do 2 apresenta-se a
linearizagdo entrada-saida para a viga bi-apoiada. Na se¢do 3 apresenta-se a analise da dinamica
interna, da dindmica zero e da estabilidade assintdtica local. Na se¢do 3 a analise de
comportamento do sistema e o controle de oscilagdes. Na secdo 4, apresentam-se exemplos
numéricos e finalmente na secdo 5, as conclusdes e sugestdes de trabalhos futuros.

2 — O Modelo Matematico Utilizado e a Linearizacio Entrada-Saida
Considere o oscilador de Duffing com uma forga externa e um termo cubico, dado por:

)'c'+2§5c+ax+}oc3=Fcos.Qt (1)

sendo que x, & @, % f, €2 sdo respectivamente o deslocamento, o raio de amortecimento,
pardmetro de rigidez, parametro de rigidez ndo linear, amplitude de excitagdo e frequéncia de
excitagdo, conforme [10], [12].

Na equagio (1), quando £ = 0 ¢ a = I, esta equagdo descreve 0 movimento do primeiro
modo de vibragdo de uma viga bi-apoiada nas extremidades, de comprimento /, como na Figura
(1). Nesta, considera-se o suporte do lado esquerdo fixo, e o da direita livre para deslizar com o
objetivo de evitar alongamento no plano da viga quando esta vibrar. [10]. Supde-se que o
movimento na dire¢do horizontal ¢ desprezado e que a inércia de rotagdo da viga também ¢
negligenciada. Além disso, denota-se por Q e M a forga de cisalhamento e o momento de flexao,
respectivamente. A densidade e area de uma seccdo transversal da viga sdo dadas por p e 4,
respectivamente, e tal que p4 ¢ a massa da viga por unidade de comprimento.

Segundo [11], para grandes rotacdes da viga a curvatura é dada pela equagdo:
3/2

2 2
dw_M|, +(@j . @)
d’ EI dx
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a+ag

Figura 1: (a)Vibragéoes de uma viga com elasticidade ndo linear; (b) Elemento de drea de comprimento
As (Kovacic, 1., Brennan, M. J., 2011).

Para a determinacdo de uma equagdo aproximada do movimento do primeiro modo de
vibragdo da viga, seu deslocamento € escrito como o produto de seu modo de vibragido ¢(x) e da
amplitude modal ¢(?), isto é:

wix,t)=o(x)q(t) 3)
sendo L a distancia entre os suportes da viga e:

w(x)=sen[%j (4)

De acordo com [10], a forga f(x, #) atua por unidade de comprimento na viga e assumindo
que esta € uma for¢a ponto harménica no tempo atuando no centro, entdo tem-se que:

f(x,t):Fé'(x;chosa)t (®)]

sendo ¢ a fungdo delta de Dirac.
Em [10] uma equagdo que representa o movimento do primeiro modo de vibragdo da viga,
em termos de L ¢ dada por:

mij+k1q—k3q3=Fcosa)t ©6)

sendo:
pdl E1ﬂ4 - 37%El

Como L ndo é constante [10], a fungao da amplitude de deslocamento tem a forma:
1

2\2
L_1,.0,-[94= 7
I 2 2l

Apos a substituicdo de (7) em (6) seguido do desprezo de poténcias de ¢ maiores do que
trés, k; e k; podem ser escritos como:
4 6
EIL - 37" EI
ki = ﬂ] e ky=—r— 3 ()
21 ‘161 '
De (8), o termo cubico da equagdo (6) é positivo, e dai a viga apresenta rigidez para
grandes deflexdes.
Conforme [10], a equag@o (6) pode ser escrita como:

Y+ 5+ =Fcos 9)
sendo:
~ - k;  ~ 1%k
yzi,tzwnt,.Qzl,wn— =L F—i,y:—j.
l Wn m k]l k]

A equagdo (9) pode ser escrita na forma:

%= f(x)+ g(xJi(t)
¥ =h(x) (10)
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sendo:
X2 0 — o~ ~ ~ ~ i~
f(x):{ 3}’ g(x)z{]] u(t)=Fcos&& e y(t)=ax, +bx,,b+#0, (10-a)
— X7~ )Xy
Derivando a saida na equagdo (10-a), tem-se que:

y=ax, +b(—x1 —x; +u(t)). (11)
De (11) tem-se que o grau do sistema € » = [, sendo possivel a analise da dindmica interna e da
dindmica zero do sistema (10) ([7] e [16]).
Note que se a saida é definida como sendo y = ax;, o grau do sistema ¢ 2 e entfo ndo se
aplica a linearizacdo entrada-saida [7] e [16]. Dai a necessidade de b = 0.
Para a constru¢do do difeomorfismo ¢(x)= (y, 1//) basta tomar:

¢ =[ax; +bx;, ] (12)
sendo y uma solucdo do conjunto de EDP, pelo Teorema de Frobenius [16]
aXZ
Uma solugdo para a EDP (13), ¢ dada como sendo a combinagdo linear do estado x;, isto é:
w(x) = cx; (14)
Assim, a fungdo ¢(x) dada pela equacdo (12) tem a forma:
d(x) = y]=ax; +bx;, 0x,]. (15)
De (15), nota-se que ¢(x) € um difeomorfismo global. De fato, de (14) e (15) Vg =0 e:
1 1 a
1=V o X2EpH Y (16)
e portanto ¢(x) é inversivel com inversa:
_ 17 1 a
¢%@w%{—w—u——w} (16-a)
c b bc

A partir do conjunto de estados definidos em (15), o sistema (2) pode ser escrito na forma
normal [7] e [16]:

2
I A P S w—£w3+bﬁ(?) (17)
b cl b e’
v=—pu-Ly
5 b" b (17-a)
y=u

Note que (17) relaciona entrada-saida, correspondendo a parte externa do sistema, enquanto que
(17-a) corresponde a parte interna da dinAmica, ndo dependente da entrada u(z). Portanto, (17-a)
corresponde a parte ndo observavel do sistema fisico.

A dinadmica ndo linear (17), que corresponde a parte externa de (10), pode ser linearizada. De
fato, basta tomar a entrada:

)<Ll ey, 1e *,3
u(t)_b{( bjﬂ+c[b +b]1//+031// +v} (18)

A substituicdo de (18) em (17), gera:

fi=[]

. C a

YRR TRY (19)
Y= H

2. A Analise da Dinamica Zero do Sistema e da Estabilidade Assintotica Local
De (10), e como a = I # 0, tem-se que a dindmica ndo linear tem trés pontos criticos, a
saber:
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-1 -1
P,=(0,0), P, = (\/;OJ . P; = (—\/;,0) 20)

se vy <0 e um Unico ponto critico, a saber (0, 0), se y > 0.

De (10) ou (17), tem-se a matriz da contraparte linear com dois autovalores distintos e
imaginarios puros. Isso significa que (0,0) ¢ um centro para o sistema linear correspondente da
dindmica (10) ou (17), estavel. Para a dindmica néo linear (10) ou (17) esse ponto critico pode
ser um centro ou um ponto em espiral, assintoticamente estavel, ou estavel, mas nao
assintoticamente estavel ou instavel. Desta forma, ndo é possivel estabelecer uma conclusdo a
respeito da estabilidade assintotica do ponto critico (0, 0) e nem de sua natureza.

De (19) a dinamica zero é dada quando y(?) = 0 para todo ¢ > 0, o que implica g(t) = 0 Vt.
Dai, a dindmica zero ¢ dada por [7] e [16]:

. a
Ve 21)
y=20
cuja resposta no tempo € dada pela expressao:
o
w(i)=e b/ (22)

Isto significa que existe uma subvariedade M, no espago de estados na qual a saida e suas
derivadas sdo todas nulas, isto ¢, i(") (f)=0 vt e entio os estados que se iniciam em M,
permanecem em M,, dai, =0 e y=W(0,y), gerando a dindmica (22).

Assim, de (22), a dindmica zero (21) é assintoticamente estavel quando a, b < 0 ou a, b > 0,
em torno da origem. Esta informagfo é importante pois pode ser utilizada para estabilizar
localmente, em malha fechada, o sistema néo linear ( 10) ou (17) - (17-a) [16].

De fato, considerando-se o controle nio linear:
2
ﬁ(?)zi [—gjy+£ £ 4b t//+£t//3—17 (23)
b b c|l b o’
para v = -k,y = -k,ax; - k,bx,, e k, escolhido de forma conveniente tal que p(4) = 4 + k, seja um
polindmio de grau um e com raizes negativas [16], torna a malha fechada da dinamica (10)
assintoticamente estavel em torno da origem.

Nota-se, nesse caso, que p(4) = 4 + k, tem raizes negativas se e somente se k, > 0.

Observa-se, a vantagem da linearizagdo entrada-saida para o estudo da estabilidade
assintotica da dinamica ndo linear. Pelos resultados cldssicos existentes na literatura [5] e [6],
ndo ¢ possivel determinar se a dinamica néo linear é estavel, mas ndo assintoticamente estavel,
assintoticamente estavel ou instdvel. Pela andlise da dindmica zero foi possivel determinar a
estabilidade assintética da dindmica ndo linear em torno da origem.

A Figura 2 mostra o efeito na resposta do sistema nao linear (10), da lei de controle (23), de
acordo com os valores dos parametros adotados na Tabela 1.

Considerando um exemplo pratico com dimensdes realistas de uma viga metalica, pode-se
avaliar o comportamento da viga em fung@o dos dados de controle. Para uma resposta dindmica
inicial, avalia-se a influéncia do comprimento da viga no problema. Assim os dados de duas
situagdes estdo dispostos na Tabela 1, mantendo constante o perfil metalico, ¢ como peso
distribuido apenas o seu peso proprio. Considera-se um intervalo de tempo de 0 a 10.000 s, na
Figura 2 — a, para que se perceba o comportamento assintoticamente estavel do sistema, ja que a
rigidez nesse caso € grande e o sistema ndo apresenta amortecimento. Na figura 2: -b o tempo de
simulac@o considerado foi de 500 segundos.

Verifica-se nas Figuras 2: a e b, o quanto ¢ eficiente o controle dado por (23), ja que este
leva a resposta para a origem em um tempo muito pequeno.
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Tabela 1. Valores de pardmetros, nos casos 1 e 2.

Parametro a 0 ¥ F a b c ko l L 1
cm cm cm’
Caso 1 1 0,5 5 0,3 1 1 1 1 400 400 4616
Caso 2 1 0,5 5 0,3 1 1 1 1 1000 | 1000 | 4616

Como informagdes adicionais a Tabela 1, ainda sdo consideradas as seguintes informagdes:

= Mbdulo de Young do aco, E = 20.000 kN/cm® = 2.000 tf/m’ = 2,0 10° kgficm’ = 2,0 10°
gf/cm2 K

= Peso especifico do Acom = 77 kN/m® = 7,7 10° kgf /m’ = 7,7 10° kgf/ 10° em® = 7,7
10° kgf /em® =77 gf / em’;

= Forca:40kN=4,01tf=4,010°gf.
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Figura 2-a: Retrato de fase a esquerda e histérico do deslocamento no tempo a direita com os
parametros da Tabela 1 — Caso 1, para u(?) = F cos Ot .
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Figura 2-b: Retrato de fase e historico do deslocamento no tempo com os parimetros da Tabela 1 —
Caso 2, para u(t) = F cos Qt .

4 — Conclusiao

Neste trabalho considerou-se a analise das deflexdes grandes de uma Viga com rigidez ndo
linear, cujo modelo matematico utilizado ¢ descrito por uma equagdo de Duffing. A linearizago
exata no espaco de estados foi o método proposto para andlise dessa dinamica ndo linear.
Mediante a analise da dinamica interna do sistema, provou-se que a dindmica ndo linear é
assintoticamente estavel em torno da origem. Esse resultado € interessante pois, como o0s
autovalores da dinamica linear correspondente sdo imaginarios puros, os resultados existentes
na literatura, ndo permitem essa avaliagdo. Finalmente, exemplos numéricos foram
apresentados, levando-se em conta a analise da esbelteza da viga.

Para trabalhos futuros, deseja-se analisar a primeira deflexdo da viga para uma carga
constante, além de uma andlise das vibragdes resultantes dessa carga, apoés um intervalo de
tempo. Além disso, deseja-se avaliar a agdo dessa carga, para uma viga esbelta, a ponto de levar
a mesma a uma ruptura.
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