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Resumo. Este estudo investiga as capacidades do Adaptative-Network-Based Fuzzy Inference Sys-
tem (ANFIS), uma ferramenta que combina redes neurais e logica fuzzy para ajustar um modelo
de crescimento populacional logistico de Verhulst. Assim, neste trabalho sdo utilizados dados sin-
téticos para fornecer um ajuste de curva do crescimento logistico populacional e do pardmetro de
taxa de crescimento. Por meio dos graficos produzidos sdo apresentadas interpretagoes biologicas
dos antecedentes, dados por conjuntos fuzzy Gaussianos, e dos consequentes, dados por fungdes
lineares obtidas pela inferéncia de Takagi-Sugeno, gerados pelo ANFIS. Por fim, é apresentada uma
extensao do modelo logistico para visualizar uma superficie representativa da taxa de crescimento
e sua aproximagdo mediante o ANFIS.
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1 Introducao

O crescimento de Verhulst, também conhecido como modelo logistico, desempenha um papel
importante na biomatematica, ao descrever diversos fenémenos, como a dindmica populacional.
Neste modelo sao consideradas informacées como capacidade suporte do meio, que vao além dos
pressupostos propostos pelo modelo de Malthus [5]. No entanto, os modelos classicos propostos
nao contemplam incertezas que podem estar atreladas a esta dindmica. Nesse sentido, a teoria
de conjuntos fuzzy pode auxiliar tanto na modelagem, quanto na interpretacao e controle de
crescimento de uma determinada populagao [16, 18].

O método baseado em um Sistema Adaptativo de Inferéncia Neuro-Fuzzy, em inglés Adaptive
Neuro-Fuzzy Inference System (ANFIS), foi criado na década de 1990 por Jang [11, 12] e tem como
principais caracteristicas a integracao de redes neurais com logica fuzzy, permitindo aprendizado
adaptativo e a construgdo de sistemas de inferéncia fuzzy [4, 10]. Muitas aplicagbes tém sido
desenvolvidas com o uso do ANFIS nas areas como educagéo [9], satde [14] e engenharia [6, 15].

As abordagens para o uso do ANFIS sao das mais diversas, a partir dessa abordagem é pos-
sivel realizar ajuste de pardmetros e curvas, classificacao e reconhecimento de padroes, previsao
e controle [1, 7, 13, 17]. Este trabalho se dedica a primeira dire¢ao, isto é, o método ANFIS é
direcionado para ajustar as regras fuzzy associadas aos dados e otimizar os parametros das fungoes
de pertinéncia para minimizar o erro entre a saida do sistema e a saida real. Para isso, sao utili-
zados o método de descida do gradiente e o método de treinamento retropropagacao (em inglés,
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backpropagation). A Figura 1 ilustra como o método ANFIS é utilizado, isto ¢, as variaveis x; e zo
representam as entradas, ¢ a previsao do modelo e y o valor observado nos dados. Os conjuntos
fuzzy s@o representados por ¢;, as regras do sistema por R; e a fungdo de perda por L, sendo que
a retropropagacao é utilizada para ajustar os pardmetros a partir da funcao de perda.

Figura 1: Diagrama de um sistema ANFIS com duas entradas e quatro regras fuzzy. Fonte: Elaboragio
propria

Com isso, vamos unir conceitos de biomatemaética com o ANFIS, para poder gerar conjuntos
fuzzy para os antecedentes e consequentes de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF), a fim
de propor uma modelagem baseada em um conjunto de dados para um determinado problema [3].

2 Preliminares

2.1 Crescimento Populacional Logistico
O crescimento logistico, também conhecido como modelo de Verhulst, é descrito pela seguinte
equacao diferencial [5, 8]:
dP P
— =rP(1-—= 1
e, ( K) , M

em que P(t) representa a populagdo no instante ¢, r é a taxa de crescimento intrinseco, e K é a
capacidade de suporte do ambiente. A solucao analitica desta equacao diferencial é dada por:

B K
1+ (L;OP“) e*”’

(2)

P(t)

sendo P(0) a populagdo inicial no tempo ¢ = 0. Esta solu¢do mostra como a populagio cresce
inicialmente de forma exponencial, desacelerando gradativamente até atingir o limite K, refletindo
fenoémenos reais em ecossistemas biologicos [5, §].
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2.2 Sistemas de Inferéncia Fuzzy e ANFIS

Os numeros fuzzy Gaussianos sdo conjuntos fuzzy caracterizados por uma funcao de pertinéncia
em forma de sino [2, 4]:

_(@=c)?

p(r) =e 27, (3)
em que c é o centro e o define a largura do conjunto fuzzy. Embora existam outros conhecidos tipos
de conjuntos fuzzy (triangulares ou trapezoidais), estes ntimeros fuzzy Gaussianos sdo amplamente
utilizados devido & sua suavidade e & capacidade de modelar incertezas de forma continua.

O método de inferéncia de Takagi-Sugeno é uma abordagem de sistemas fuzzy baseada em
regras do tipo:

Sex é Aeyé Bentao z = f(z,y),

em que f(z,y) é geralmente dada por uma fungao linear ou constante, ideal para aplicagoes praticas
que exigem simplicidade e eficiéncia computacional [2, 4].

O ANFIS é uma técnica criada por Jang na década de 1990, que combina as capacidades de
redes neurais artificiais com logica fuzzy, permitindo a criacao de sistemas de inferéncia fuzzy tipo
Takagi-Sugeno [11, 12]. Ele utiliza cinco camadas principais: Uma primeira camada de entrada
(Fuzzificagao), que converte os valores reais de entrada em valores fuzzy, aplicando fungoes de
pertinéncia (como as gaussianas). Uma segunda camada de regras, a qual combina os conjuntos
fuzzy de entrada para formar as regras fuzzy, utilizando operadores loégicos como o produto ou
o minimo. Uma terceira camada de Normalizagao a qual normaliza os pesos das regras. Uma
quarta camada de consequente, a qual calcula a saida ponderada de cada regra, usando a fungao
consequente (linear ou constante) definida no método de Takagi-Sugeno. Finalmente, uma quinta
camada de saida (Defuzzificacdo) onde sao estabelecidos os resultados ponderados das regras para
produzir a saida final do sistema [4, 10].

O ANFIS pode ser treinado com dados de entrada-saida para ajustar automaticamente os pa-
rametros de construcao das funcgdes de pertinéncia e os coeficientes das fungdes nos consequentes.
Para isso, utiliza métodos de otimizagao como “Descida do Gradiente”, o qual ajusta os parametros
para minimizar o erro entre as saidas do sistema e os dados reais, ou o método de “Quadrados Mi-
nimos”, para determinar os parametros dos consequentes otimizando diretamente o erro quadratico
meédio [4, 10].

Assim, com essas camadas e métodos de treinamento, o ANFIS é capaz de gerar um sistema
de inferéncia fuzzy robusto e eficiente, adequado para modelar sistemas complexos com incertezas
ou variabilidade nos dados.

3 Modelagem proposta para o Crescimento Logistico com
ANFIS

A utilizacdo de dados para este estudo foi realizada de forma simulada, baseada na solugao
analitica da equacdo logistica, dada em (2). Assim, s@o extraidos alguns dados sintéticos que
geram uma curva de crescimento logistico. Esses dados foram utilizados para treinar o modelo
ANFIS. Nos exemplos a seguir, foram considerados 10 dados e os pardmetros K = 50, r = 0,85 e
Py =1 para representar a solugao da equagao logistica.

Para o treinamento do ANFIS, foi necessaria inicialmente a geracdo de um sistema fuzzy,
utilizado como base. Este sistema foi criado por meio de um método de particionamento por grade
regular, no qual os dados temporais (variavel de entrada) foram divididos em intervalos regulares
ao longo do tempo. Esse processo assegura que os conjuntos fuzzy iniciais cubram uniformemente o
espagco de entrada, fornecendo uma base adequada para o treinamento. Posteriormente, foi aplicado
o método de validagao cruzada para determinar o ntimero 6timo de fungdes de pertinéncia (MFs).
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Esse método consiste em dividir os dados em conjuntos de treinamento e validagao, avaliando o
desempenho do modelo para evitar sobreposicao do ajuste. Um exemplo da realizacao desse teste é
apresentado na Figura 2a. Em seguida, foi realizada a busca pelo nimero mais adequado de épocas
de treinamento com base na estabilizagdo da curva de erro de treinamento, dada na Figura 2b. A
partir dessa simulagao, foram escolhidas 3 fungbes de pertinéncia e 258 épocas.
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Figura 2: a) Optimizagdo do nimero de fungdes de pertinéncia e b) Optimizagido do ntmero de épocas
para o modelo do crescimento logistico com uma variavel de entrada. Fonte: Elaboracao propria.

Com o numero de fungdes de pertinéncia e de épocas definido, o modelo ANFIS pode ser
treinado. Assim, como resultado do treinamento, o ANFIS estabelece uma previsdo da curva de
crescimento logistico, segundo os dados de treinamento, a partir de um sistema de inferéncia fuzzy
gerado. Os resultados obtidos nessa predigao do ANFIS demonstraram um desempenho satisfatorio
para modelar a curva de crescimento logistico, sendo apresentados nas Figuras 3a e 3b.
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Figura 3: a) Solugéo analitica do crescimento Logistico (em azul) e pontos (em vermelho) para treinar o
ANFIS, e b) Curva de modelagem para o crescimento Logistico estabelecida pela predigdo do ANFIS (em
verde), segundo os dados de treinamento (em vermelho). Fonte: Elaboragao propria.

Os antecedentes gerados pelo ANFIS, que foram estabelecidos a partir do naumero de épocas es-
colhido, e consequentes definidos por fungoes lineares estabelecidas pelo método de Takagi-Sugeno,
sao apresentados nas Figuras 4a e 4b.
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Figura 4: a) Fungdes de pertinéncia Gaussianas estabelecidas como antecedentes e b) Fungoes lineares,

segundo o método de Takagi-Sugeno, estabelecidas como consequentes do sistema de inferéncia fuzzy
gerado pelo ANFIS. Fonte: Elaboragao propria.

Segundo a teoria de conjuntos fuzzy, as fungoes de pertinéncia dos antecedentes (em Figura
4a), podem ser estabelecidas como termos linguisticos da variavel de entrada (tempo) e podem ser
interpretadas, segundo o modelo biomatematico do crescimento logistico, como:

e “Tempo Inicial” Representa o intervalo de valores de tempo proximos ao inicio do crescimento
logistico (aqui a populacdo é baixa e o crescimento é lento).

o “Tempo Médio”: Representa o intervalo de valores de tempo proximos ao ponto de inflexao
da curva logistica (aqui a populagio est4 em um ponto de crescimento acelerado e é o periodo
de maior mudanga relativa na populagao).

e “Tempo Tardio”: Representa o intervalo de valores de tempo préoximos ao fim do crescimento
logistico (aqui a populagdo se aproxima para um limite superior, ou capacidade de suporte,
onde o crescimento é mais lento ou nulo).

Adicionalmente, as fungoes lineares dos consequentes (Figura 4b), que sao estabelecidas segundo
o método de Takagi-Sugeno e geradas pelo ANFIS, podem ser interpretadas como aproximagoes
pontuais da funcao de saida. Portanto, as inclinacGes dessas fungoes lineares podem ser interpre-
tadas como aproximacao das taxas de crescimento da populagdo num modelo logistico. Com isso,
é possivel verificar que a inclinacao estabelecida no método de Takagi-Sugeno, pela segunda regra
fuzzy (em reta yo na Figura 4b), relacionada com a segunda fungao de pertinéncia (“tempo médio”)
se associa com uma inclinagao positiva e maior que as outras duas funcoes lineares, correlacionando
o maijor crescimento da populacao nesses periodos proximos ao ponto de inflexdo da curva.

4 Modelagem proposta para a Taxa de Crescimento Logistico

Nesta se¢ao, propomos simular uma extensao do modelo logistico classico para uma superficie
logistica cujas variaveis de entrada sejam os recursos disponiveis e a populagao existente. Para isso,
utilizamos a incorporagao do termo ﬁ, em que R representa os recursos disponiveis e Ry ,x 0s
recursos maximos disponiveis. Esta abordagem foca no ajuste da taxa de crescimento logistico em
funcao da disponibilidade de recursos, proporcionando uma representacao do comportamento do

sistema. Assim, ao invés de considerar r na Equagao (1), é utilizado r(R) =r . Neste caso o

max
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ANFIS, a partir do método de descida do gradiente e retropopagagao, busca otimizar o parametro
r(R), a partir do conjunto de dados fornecido (veja Figura 1). Aqui foram utilizadas 3 fungoes
de pertinéncia e 17 épocas. Os resultados obtidos nessa predicdo do ANFIS demonstraram um
desempenho satisfatorio da superficie gerada, sendo apresentada na Figura 5.

Modelo logistico estendido e superficie ANFIS combinadas
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Figura 5: Superficie representativa da Taxa de crescimento Logistico combinada com a superficie de
predicao gerada pelo ANFIS. Fonte: Elaboracdo proépria.

5 Consideracgoes Finais

O estudo demonstrou que o Sistema Adaptativo de Inferéncia Neuro-Fuzzy (ANFIS) é uma fer-
ramenta eficaz para modelar o crescimento logistico populacional, conseguindo prever com precisao
a curva de crescimento a partir de dados de treinamento. As funcoes de pertinéncia geradas para
o modelo classico, permitiram uma interpretacao linguistica significativa das fases do crescimento
populacional como “Tempo Inicial”, “Tempo Médio” e “Tempo Tardio”. Além disso, a anélise das
inclinagoes das fungdes lineares dos consequentes (pelo método de Takagi-Sugeno) revelou correla-
¢Oes importantes com os principios biomatematicos de Verhulst, especialmente na identificacao do
periodo de maior crescimento populacional.

Adicionalmente, foi proposta uma extensao do modelo logistico classico para incorporar a dis-
ponibilidade de recursos como varidvel adicional, o qual permitiu gerar uma superficie para in-
terpretar a taxa de crescimento. Estes resultados confirmam que a integragao de redes neurais
artificiais com logica fuzzy podem proporcionar uma abordagem robusta e adaptével para modelar
fenémenos biomatematicos simples e, potencialmente para trabalhos futuros complexos.
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