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Resumo: Na teoria de sistemas dinamicos lineares existem testes simples para diversos con-
ceitos estruturais, como alcancabilidade. Testes semelhantes existem para sistemas lineares com
saltos markovianos, inclusive para a denominada alcancabilidade fraca. Entretando, a demons-
tracdo da relacdo do teste com o conceito de alcancabilidade fraca foi elaborada explorando
relacoes indiretas de dualidade com uma nocao de observabilidade. Neste trabalho apresentamos
uma demonstracdo direta utilizando ferramentas de dlgebra linear. Além disso, apresentamos a
formalizagao de dois problemas de controle do tipo alcan¢abilidade/controlabilidade e levantamos
algumas questoes em aberto relacionadas a busca de solucdes para estes problemas, envolvendo
a nocao de alcancabilidade fraca. Incluimos um exemplo numérico ilustrativo.
Palavras-chave: Sistemas dindmicos lineares, Sistemas com saltos markovianos, Estrutura de
sistemas dinamicos, Alcancabilidade, Controlabilidade.

1 Introducao

Em termos gerais, os problemas de controle envolvem modelos matematicos que avaliam o com-

portamento de um sistema com objetivo de encontrar uma acao de controle adequada (com

rendimento satisfatério), possivelmente levando em conta alteragoes do sistema. Um dos pro-

blemas mais simples e bem conhecidos trata de um modelo linear a tempo discreto, denotado

por (A, B), e descrito por:

x(k+1) = Axz(k)+ Bu(k),k >0, 1)
z(0) = xg.

Um ponto z = xg é chamado de controldvel sempre que exista uma estratégia de controle
u = (u(0),u(1),...) que permita levar este ponto para o origem num tempo finito. Dizemos
que o par (A, B) é controlavel quando qualquer ponto z € R™ é controldvel. Uma condi¢ao que
verifica este conceito consiste em testar se a matriz de alcancabilidade tem posto completo [3, 2].

A simplicidade dos sistemas lineares deterministicos como aquele em (1) pode torné-los
pouco validos em diversas situagoes em que haja alteracoes na dinamica do sistema. De fato,
existe uma variedade de sistemas na industria que sao vulneraveis a mudancas abruptas de fa-
lhas ou perturbagoes. Um modelo que é satisfatoriamente usado em tais casos sdo os sistemas
lineares com saltos markovianos (SLSM), denotado por (A,B), considerando T' = {1,2,..., N}
definimos por A = {A;}ier e B = {B;}icr as colegdes de matrizes conhecidas a priori das
quais sao “escolhidas” a cada instante de tempo k um par (Ag), By(x)) sendo 6(k) € T' o valor
que a cadeia de Markov assume naquele instante. Para estes sistemas, também é de interesse
estudar conceitos estruturais como por exemplo observabilidade, detetabilidade, estabilizabi-
lidade, controlabilidade e alcangabilidade, como podemos ver em [3]. Estes conceitos sao de
muita importancia, ja que caracterizam a estrutura do modelo e trazem informagao relevante
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para problemas de filtragem e de controle. Em [4] foi introduzido o conceito de alcangabilidade
fraca ou W-alcangabilidade para SLSM com ruido aleatério, e em [6] a prova do teste foi elabo-
rada usando relacoes de dualidade com a W-observabilidade e as propriedades de invariancia de
espaco nulo nas matrizes que compoem a matriz de controlabilidade. Neste artigo, apresentamos
uma prova mais simples e direta para este teste, usando somente resultados de algebra linear.
Mostramos alguns exemplos numéricos que ilustram este procedimento.

Além disso, formalizamos dois problemas de controle do tipo alcangabilidade (respectiva-
mente controlabilidade), que buscam uma estratégia de controle u(k) = f(z(k),0(0),...,0(k))
que nos permita atingir um alvo x(¢) = xy (respectivamente a origem) num tempo finito £. Tendo
em vista que nao ha uma metodologia disponivel para sintese da fungao f, levantamos algumas
possiveis maneiras de avancar na elaboracao de um método, apresentando algumas questoes
em aberto relacionadas com a sintese de controle e W-alcancabilidade. Estas quetoes abordam
condicoes testaveis para existéncia de solugao, aproveitando o teste de W-alcancabilidade, e
também o problema de obter uma sequéncia de estados de Markov que, sendo realizada pela
cadeia, leve x ao estado desejado.

Organizacao do artigo: na secao 2 introduzimos a notagao utilizada e mostramos alguns
resultados prévios como uma extensao do teorema de Cayley-Hamilton. Na secao 3 introduzimos
o conceito de W-alcangabilidade, construimos as matrizes de alcangabilidade e mostramos o
resultado que verifica a validez do teste. Na secao 4 apresentamos os problemas de controle e
questoes em aberto relacionadas. Finalmente, na secao 5 apresentamos um exemplo que satisfaz
o teste proposto e sua respectiva estratégia de controle.

2 Preliminares

Denotemos por R"™ o espago vetorial real de dimensao n, M™™ o espaco vetorial das matrizes
reais de dimensao n x m, M" = M™" M" (M") o cone convexo fechado das matrizes
simétricas positiva semidefinidas (o cone aberto das matrizes simétricas positivas definidas).
Escrevemos por U > 0 (U > 0) quando U € M™ (U € M"™"), por U’ a matriz transposta de
U. Representamos por I, a matriz identidade de dimensao n, 0, a matriz nula de dimensao n
e 17, o operador indicador.

Denotamos por C™™ o espago vetorial formado pela cole¢ao de matrizes U = {U; };er e para
simplificar a notacio fazemos C* = C™"; C™ (respectivamente C"T) é o subespaco das colecdes
de matrizes U, com U; € M™ (respectivamente U; € M™). Consideramos 6(k) uma cadeia
de Markov que assume em cada instante de tempo k& um tunico valor em 7', com matriz de
probabilidades de transicio P = [p; ;] € MY e distribuicio m;(k) = Prob(#(k) = i). Assumindo
que a cadeia é ergédica, veja [5], temos que m;(k) > 0, paracada k> 0ei € T.

Para A € C" e B € (™" , definimos um sistema linear com saltos markovianos (SLSM’s) a
tempo discreto da seguinte forma:
x(k+1) = Aguyx(k) + Boyu(k),k = 0, @)

z(0) = xo.

Introduzindo as matrizes ¢(r,s) = Ag(—1)Ag(r—2) - - Ao(s), 7 > 5 € (1, 7) = I, podemos escre-
ver a solucao de (2) como :

k—1

2(k) = ¢(k,0)zo + Y _ ¢kt + 1)Bygpyuft).

t=0

Na continuacao, apresentamos alguns resultados preliminares e definigoes. Iniciamos definindo
as matrizes I'(r,s) = S/ o(r, t + l)Bg(t)B(;(t)¢(r,t+ 1)/, parar > s e I'(r,r) = 0,. Isto verifica

t=s

F('r' + 1, S) = AG(T)F<T? S)Ale(r) + BQ(T)Bé(r) (3)
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Denotando T'(r, s,is, - - - ,ir—1) = I'(r,8) - Lg(r)=i,} - L{or—1)=ir_1} " * " 1{0(s—1)=i,_,}> COnStruimos
as matrizes X(k) = {X;(k)};er, onde

Xi(k) = E{T'(k,0) - 1ipry=i}, k =1 e X;(0) = Op. (4)
Seguindo [1], definimos para cada V € C™, o operador Ty, dado por Ty, ;(U) = Zjvzl pjiViU; V.
Denotemos por T9(U) = U e T¥(U) = 7%;(7%5“71(1[})), k> 1.
Lema 2.1. Seja Q(k) € C™, onde Q;(k) = mi(k)I,. Entdo, vale a afirmagdo:
Xi(k+1) = Ta(X(k)) + Te,i(Q(K)), &k >0.
Definindo Q(k) = Ta(Q(k)), temos X(k) = S0 THQ(k — t — 1)).
Demonstracdo. Como Ejvzl Lok)=jy = 1,k > 0, aplicando (3) e (4) em X;(k + 1), obtemos

N
Xi(k+1) = > (AE{L(0) - Logren=y * o=y} A5 + BiB{Lockr1)=i) - How=i) 1 B) -
7=1
N N
= > puA;E{T(k,0) - Lipory—y YA} + Y pjim; (k). B; B},
J=1 j=1

N N
D X (k) AS + D piBQi(k) B = Tai(X(k)) + Tai(Qk)).
=1

J=1
A outra relacao é consequéncia imediata desta relacao. Isto completa a prova do lema. O

Se escrevemos V = [v1:ivg: - v,] € M™ e U € C", de [1], introduzimos os operadores
lineares e invertiveis, p(V) = [v1,...,v,) e $(U) = [p(U1)',...,¢(Un)']'. Seguindo a proposi¢ao
4(a) de [1], temos que $(Ta(U)) = AH(U), onde A é

p11d1 ® A1 pa1da® Ay - pNiAN @ An
_ p12A1 @ A1 ppAs® Ay - pn2AN ® AN c M
PINAI ® A1 paNnAs® Ay -+ pNNAN @ AN

Usando esta matriz, apresentamos uma extensao ao Teorema de Cayley-Hamilton, vide [2].

Lema 2.2. Sejam A, U € M™ e k > n?N. Entdo existem [1,...,0n € R, que verifiquem
TEU) = BTN THO) + BTN TN U) + -+ Bran TE(U). (5)

Demonstragcao. Como A € M"ZN, pelo Teorema de Cayley-Hamilton existem (1, 82, , B2y
tais que AF = B A"N=L 4 B AMN=2 4 ... 4 B, T . Multiplicando por »(U), obtemos
AFG(U) = BLATNTG(U) + B AW N2G(U) + - - - + Bran L2y (). Como A p(U) = ¢(T} (1)),
temos G(TE(U)) = AA(TE N (U)) + Bop(T7™N2(U)) + - + B $(TL(U)). Finalmente da
linearidade e invertivilidade do operador ¢, verificamos (5). O

3 W-alcancabilidade

Nesta secao, apresentamos o conceito de W-alcancabilidade e um teste computacional, e deriva-
mos uma demonstragao direta de que este teste é uma condicao necessaria e suficiente para que
o sistema seja W-alcangavel. Para construir este teste, definamos W(k) € C™"™*, onde W;(k) é

Wilk) = |x;1) @ Xx;(2) & -+ Xi(k)]a ieT. (6)
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Observagao 3.1. Consequéncia de (6), vale a afirmagio: Se Ker(W;(k)W;(k)') # {0}, entao
Ker(X;(t)) # {0}, para cada t =1,2,... k.

Um resultado que possibilita tornar finito o nimero de iteragoes do teste de W-alcancgabilidade
esta relacionado com o seguinte lema.

Lema 3.1. Sejai € T e k > n®N, vale a afirmagdo: Se ker(W;(n®>N)W;(n?N)') # {0}, entdo
ker(W; (k)W;(k)') # {0}. Equivalentemente, se posto(W;(n>N)') < n, entdo posto(W;(k)") < n.

Demonstragdo. Lembremos do lema 2.1 que X;(n?N) = mgN_l(Q(O)) +-- -—i-ﬂgi(@(nz]\f -1)),

i
pela observacio 3.1 existe v € R"™, com v # 0 que verifica X;(n?N)v = 0. Portanto

TEQM)v =0, k=0,1,....,n°N—1let=0,1,...,n°N — 1. (7)

Assumindo k = n2 N +1,...,2n2N, do lema 2.1 temos X;(k) = 7:4"’:1(@(0))—# . -—l—mﬂ-(@(k— 1))
e aplicando o lema 2.2, escrevemos 7&51(@(14: —t—1)), parat =n2N,...,k — 1, como:

TLiQk —t = 1)) = BTN QM — ¢ = 1)+ + By T QK — £ — 1)),

Desta relacao e as equagoes (5) e (7), obtemos
Xk = (7;9(@@ — 1)+ THQU = 2) + -+ TP NN Qk - nQN))> v

+ (BNTEN @ = nPN = 1) 4+ BENTE@QK — 02N 1)) v
+ (BTN THQO) + -+ B TRQ0)) v =0,

isto mostra que X;(k)v = 0. Portanto ker(W;(k)W;(k)') # {0}, k = n?N +1,...,2n?N. Em
particular ker(W;(2n2N)W;(2n2N)") # {0}, pelo mesmo procedimento ker(W;(k)W;(k)') # {0},
k = 2n®N +1,...,4n2N. Podemos mostrar por inducdo que ker(W;(k)W;(k)') # {0} para
qualquer k > n?2N. Lembremos que ker(WW’) = ker(W’), para qualquer W € M™P_ entdo vale
a afirmacdo: Se ker(W;(n2N)’) # {0} entdo ker(W;(k)") # {0}. Logo, pelo teorema fundamental
da algebra linear, veja [2], vale a afirmagdo: Se posto(W;(n?N)) < n entdo posto(W;(k)) <n. O

Definicao 3.1. O sistema (2) é W-alcangdvel se e somente se existe £ > 1 que verifique
E{T'(¢,0)|60(0) =i} > 0, para cada i € S. (8)
A colegdo de matrizes de W-alcangabilidade é W(n?N) = {W1(n®N),...,Wx(n?N)}.

Observagao 3.2. Se o sistema € W-alcangdvel entao X;(k) > 0, para k > {. Para mostrar isso
basta considerar I'(k,0) = T'(k,¢) + I'(¢,0) e usar as defini¢ées as propriedades de esperancga
condicionada, vide [5] e as defini¢oes dadas em (8) e (4).

A seguir apresentamos o teste de W-alcancabilidade encontrado em [6].

Teorema 3.1. [Teste de W-alcangabilidade] O sistema (2) é W-alcangdvel se e somente se
todas as matrizes de W-alcancabilidade tem posto completo.

Uma prova para o Teorema 3.1 é encontrada em [6], sendo bastante indireta. Mais preci-
samente, constroi-se um sistema auxiliar (que por sua vez envolve uma cadeia de Markov com
taxas “reversas”) juntamente uma funcdo de custo auxiliar; em seguida, identifica-se a obser-
vabilidade fraca do sistema auxiliar com a alcangabilidade fraca, o que permite a adaptacao de
um teste anteriormente apresentado para W-observabilidade. Vide [6] [Teorema 2].

Neste trabalho desenvolvemos uma demonstracao direta, que se utiliza apenas de ferramentas
de algebra linear e dos resultados que apresentamos anteriormente nesta secao.
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Prova do Teorema 3.1 (=) Dado i € T, considerando ¢ > 1 que satisfaz (8), pela observagao
3.2 temos X;(k) > 0. Se k = n?N, entdo X;(n?N) >0e

VWi (2 NYW(n?N)'v = o' X; (D) X:(1)"v + - + 0/ X;(n2N) X;(n*N)'v > 0. (9)

Para qualquer W € M™P vale que W > 0 implica em ker(W) = {0} ou, equivalentemente,
posto(W') = n, de maneira que de (9) vem

ker(W;(n? N)W;(n*N)') = ker(W;(n*>N)") = {0} < posto(W;(n’N)) = n. (10)

Se k < n?N, entdo X;(k) > 0 e W;(k)W;(k)' > 0. Como W;(n2N)W;(n’N) = W;(k)W;(k)" +
4 X;(n®N)X;(n?NY, entdo ker(W;(n?>N)W;(n2N)") > 0 e de (10) temos que W;(n2N) tem
posto completo. Similarmente, se k > n?N entao ker(W;(k)W;(k)') = ker(W;(k)") = {0}, entdo
pela reciproca do Lema 3.1 temos ker(W;(n?N)') = {0}, e de (10) verificamos que W;(n?N) tem
posto completo.

(=) Seja i € T tal que posto(W;(n?N)) = n, isto implica que Ker(W;(n?N)W;(n?N)’) = {0}
e portanto W;(n?N)W;(n2N)" > 0. Como i foi escolhido arbitrariamente, existe t; < n?N tal que
Xi(t;) > 0. Em geral verifica-se X;(t) > 0 para cada t > t;. Se escolhemos p = max{t;,i € T'}
entdo X;(p) > 0e E{I'(p+4,p) - Lygpy—iy} >0, £>0eiecT. Comoo SLSM em questao (2) é
homogéneo no tempo, temos E{T'(£,0) - 19(0)=i} } = E{T'(p+£,p) - 11g(p)=i} }, portanto a equacio
acima leva a E{I'({,0) - 15y} } > 0. Relembrando que assumimos m;(0) > 0, completa-se a
prova notando que E{T'(¢,0) - Ligy=i} } = E{I'(£,0)[0(0) = i} - m;(0). O

4 Problemas de controle e questoes em aberto

Similarmente ao caso de sistemas lineares deterministicos, para SLSM podemos definir pro-
blemas de controle associados com a estrutura do sistema, como por exemplo o problema de
alcangabilidade que, resumidamente, visa que x atinja um “alvo”. Claro, é possivel definir di-
versos problemas dependendo do critério adotado para considerar que o alvo foi atingido (em
média, com alguma probabilidade, visita a uma vizinhanca, em tempo finito ou infinito, etc.); al-
gumas variagoes foram consideradas na literatura, contudo aquelas definidas abaixo foram muito
pouco exploradas no contexto de SLSM, apesar de terem um consideravel apelo para aplicagoes.

Problema 1 (Problema de Controlabilidade). Encontrar uma estratégia de controle da forma
u(k) = f(z(k),0(k)), k={0,1,...,£—1} tal que, assumindo xog # 0, leve a Prob(x(¢) = 0) > 0,
sendo £ um horizonte de tempo pré-especificado.

Problema 2 (Problema de Alcangabilidade). Encontrar uma estratégia de controle da forma
u(k) = f(z(k),0(k)), k ={0,1,...,0—1} tal que, assumindo xo = 0, leve a Prob(xz(f) = x1) > 0,

sendo £ um horizonte de tempo pré-especificado.

Nao existe uma metodologia que permita encontrar a solucao dos problemas acima para
SLSM, aproveitando a estrutura linear e as propriedades da cadeia de Markov (existem propostas
para sistemas com chaveamento geral e para sistemas variantes no tempo, mas sao de dificil
implementagao devido a “alta dimensionalidade” / elevado esforgo computacional). Associado a
sintese de controle, temos algumas questoes importantes que, na extensao do nosso conhecimento,
estdo em aberto para SLSM.

- Demonstracao de que W-alcangabilidade ¢ uma condi¢do necessaria para existéncia de
solucao para os problemas de alcancabilidade e controlabilidade. Temos bons indicios de
que esta conjectura é verdadeira, através de estudo de casos numéricos.

- Verificar se W-alcancabilidade é uma condicao suficiente para existéncia de solucao para
os problemas de alcancabilidade e controlabilidade.
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- Verificar o papel de W-alcancabilidade (e do teste do Teorema 3.1) no levantamento de
uma sequéncia de estados de Markov i1, ...,%, que, sendo realizada pela cadeia, permite a
sintese de uma agao de controle via o seguinte sistema:

z1 — ¢(¢,0) = MUy, (11)

sendo My = [Bp(e—_1):¢(L,£ —1):--- 1, ¢(0,1)Byoy] € Up = [u(€ —1),...,u(0)]". E intere-
ssante comentar que é possivel procurar sequéncias da forma acima de maneira exaustiva,
contudo isso tende a ser extremamente pesado computacionalmente uma vez que o ntimero
de (diferentes) realizacoes cresce de acordo com N sendo £ o horizonte de tempo, e para
cada sequéncia é preciso verificar a existéncia de solugao para (11)

- Escrever o problema de encontrar a sequéncia ig,%1,...,% — 1 de maneira separada em
estagios de tempo, buscando possibilitar o uso de técnicas de programacao dinamica.
Consideramos pouco provavel que se possa definir um problema com uma fungao valor as-
sociada, da forma tradicional, contudo pode haver formaliza¢oes mais gerais (por exemplo
multiobjetivo) que permita enquadrar o problema na forma de programagao dindmica.

- Estudar as questoes acima considerando variacoes da nogao de W-alcangabilidade, por
exemplo inserindo restrigées nos estados da cadeia.

- Extender os resultados para SLSM a tempo continuo e relacionar os resultados com um
problema de alcangabilidade estocéstica para sistemas hibrido, trabalhados em [7].

5 Exemplos numérico

Nesta se¢ao usaremos o teste do Teorema 3.1 para verificar se um sistema tipo (2) é W-alcangavel.
Também apresentamos solucoes para o problema de controlabilidade da Secgao 4.

Exemplo: Consideremos um SLSM com T' = {1, 2},
10 cosa  sina 1 0 0.5 0.5
Al_[o 1]’A2_[—sina cosa} ’Bl_[o} ’B2_[0} ’P_[0.5 0.5]

e a distribuigao inicial 7 = [0.5,0.5]. Para a = 20°, calculamos as matrizes de W-alcancabilidade
e verificamos que estas matrizes tem posto completo, portanto o sistema é W-alcancavel. Neste

20

| xo = (8,9)7 i
-
(1) = x=(2)
e -
a=(3)
| e (1) |
B - T(3) N
—20 . L , . , L L L
— 50 oy | 50

Figura 1: Diagrama de fase com xy = (8,9) para realizagao da cadeia {1,1,2,2,2,1,2,1}.
exemplo, a estratégia de controle foi concebida para levar o estado z(k+ 1) ao subespago “inter-

medidrio” £ = {(z,y) € R%: (z,y) = (tcosa,tsena), t € R} tal que C; = AsL, o que é possivel
sempre que 0(k) = 1; em seguida simplesmente se faz u(k + 1) = 0 e u(k +2) = —z1(k), o
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que leva o estado até a origem se O(k + 1) = 2 e 8(k + 2) = 1. Veja na Figura 1 a trajetéria
de z(k) associada a realizacdo {1,1,2,2,2,1,2,1} da cadeia, garantimos que o estado é levado
a origem (resolvendo o problema de controlabilidade) verificando (11), ap6s a sequéncia 1,2, 1.
Neste exemplo, garantimos Prob(z(¢) = 0) > Prob(#(0) = 1,0(1) = 2,6(2) = 1) > 0, o que
estd de acordo com as conjecturas da Secao 4 (W-alcangabilidade condigao para existéncia de
solucdo).

6 Conclusoes

Neste artigo, apresentamos uma demonstracao direta para o teste de W-alcancabilidade, como
enunciado no Teorema 3.1. Também apresentamos problemas de controlabilidade e alcangabilidade
e levantamos questoes em aberto relacionando estes problemas com a no¢ao de W-alcancabilidade.
Finalizamos com um exemplo numérico ilustrativo.
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