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Resumo: O objetivo deste trabalho é obter uma lei de chaveamento mista, ou seja, uma lei
dependente do estado e também do tempo, a qual garante um atrator para o sistema chaveado.
O resultado apresentado explora o uso de múltiplas funções auxiliares, as quais desempenham o
mesmo papel que as funções de Lyapunov, para estudar o comportamento assintótico das soluções
chaveadas e suas principais caracteŕısticas são que o resultado pode ser aplicado mesmo quando
nem todos os subsistemas são ultimamente limitados e a derivada das funções auxiliares podem
assumir valores positivos.
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1 Introdução

Sistemas chaveados surgem na prática na modelagem de operação de muitos sistemas de en-
genharia [1, 6]. Embora chaveamento não seja um novo conceito em engenharia, nas últimas
décadas a teoria de sistemas chaveados tem atráıdo a atenção de muitos pesquisadores. Como
consequência, resultados para a estabilidade e estabilização para essa classe de sistemas foi
significativamente desenvolvida.

Apesar dos importantes avanços na teoria de estabilidade, os atratores de muitos sistemas
chaveados podem não ser um ponto de equiĺıbrio. Um exemplo clássico é o sistema de controle de
temperatura liga-desliga. Para essa classe de problemas, o interesse não é estudar a estabilidade
de um ponto particular de equiĺıbrio mais o comportamento assintótico das soluções.

O prinćıpio de invariância é uma poderosa ferramenta para analisar o comportamento assintó-
tico das soluções de sistemas dinâmicos. Este resultado baseia-se na existência de uma função
do tipo Lyapunov para analisar o comportamento assintótico das soluções do sistema. Uma
propriedade chave dessa função, a não-positividade de sua derivada ao longo das soluções do
sistema chaveado [3]. Encontrar uma função, satisfazendo todas as suposições do prinćıpio de
invariância pode ser dif́ıcil para muitos sistemas dinâmicos. Portanto, uma extensão do prinćıpio
de invariância foi apresentado em [8]. Os resultados foram obtidos através de uma função auxi-
liar comum e também múltiplas funções auxiliares, as quais desempenham o mesmo papel que as
funções de Lyapunov. Apesar de ser permitido que a derivada de tais funções assumam valores
positivos em alguns conjuntos, os resultados são somente aplicados quando todos os subsistemas
são ultimamente limitados. Para superar esta dificuldade, em [9, 10] as propriedades da função
auxiliar V foram analisadas ao longo da solução de um sistema auxiliar formado pela combinação
convexa de todos os subsistemas para estudar o comportamento assintótico da solução do sistema
chaveado e então as estimativas de atratores puderam ser obtidas mesmo quando nem todos os
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subsistemas são ultimamente limitados. O objetivo do presente trabalho é explorar múltiplas
funções de Lyapunov para obter uma lei de chaveamento que garanta um atrator para o sistemas
chaveados composto por subsistemas que não precisam ser ultimamente limitados. Então, o
resultado será aplicado para uma classe maior de sistemas do que nos resultados obtidos em
[8, 9, 10].

2 Conceitos Fundamentais

Considera-se a famı́lia F = {fp}p∈P de campos vetoriais de classe C1, completos do IRn e a
seguinte classe de sistemas chaveados cont́ınuos no tempo

ẋ(t) = fσ(.)(x(t)), x(0) = x0 (1)

em que P = {1, 2, ..., N} é um conjunto de ı́ndices finito, N é o número de subsistemas, x(t) ∈ IRn

é o vetor do estado, σ é uma função constante por partes chamada de lei de chaveamento, a
qual pode depender do tempo σ : I → P em que I = [0, tf ) com 0 < tf ≤ ∞, ou do estado
σ : X → P com X ⊆ IRn. Uma função cont́ınua suave por partes xσ(.)(t) : I → IRn é uma
solução do sistema chaveado (1) no intervalo I se xσ(.)(t) satisfaz ẋσ(.)(t) = fp(xσ(.)(t)) para todo
t tal que σ(.) = p. Denota-se φσ(.)(t, x0), ou simplesmente φ(t, x0), a solução de (1) iniciando
em x0 no tempo t = 0 através da lei de chaveamento σ(.).

Neste trabalho, estuda-se soluções do sistema (1) através de uma classe particular de lei de
chaveamento, então algumas definições preliminares e proposições [3, 4, 7] as quais serão usadas
no desenvolvimento do resultado principal são apresentadas.

Definio 2.1. Seja H um conjunto fechado e invariante para o sistema (1) através da lei de
chaveamento σ. Diz-se que H é um atrator se existe uma vizinhança U de H tal que, para toda
condição inicial x0 ∈ U , φ(t, x0) → H quando t → +∞.

Definio 2.2. (Invariância Fraca) Um conjunto N é fracamente invariante com respeito ao
sistema chaveado (1) se para cada x0 ∈ N existe um ı́ndice p ∈ P, uma solução φ(t, x0) do
campo vetorial fp(x) e um número real b > 0 tal que φ(t, x0) pertence ao conjunto N para
qualquer t ∈ [−b, 0] ou t ∈ [0, b].

Definio 2.3. (Pontos Limites) Um ponto q ∈ IRn é um ponto limite de φ(t, x0) se existe
uma sequência de tempos de chaveamentos {tk}k∈N , com tk → ∞, quando k → ∞ tal que
lim
k→∞

φ(tk, x0) = q. O conjunto de todos os pontos limites de φ(t, x0) é denotado por ω(x0).

Definio 2.4. (Dwell-Time) Diz-se que uma lei de chaveamento é dwell-time se existe uma
sequência de tempos de chaveamentos {τk}k∈N e T > 0 tal que

inf
k
(τk+1 − τk) ≥ T. (2)

O número T é chamado de tempo de permanência para φ(t, x0) e o conjunto de todas as soluções
possuindo um chaveamento dwell-time é denotado por Sdwell ⊂ S e essas soluções são chamadas
de soluções dwell-time.

Definio 2.5. (Matrizes de Matzler) Matrizes Π ∈ Rn×n tais que

πjp ≥ 0, ∀j ̸= p,

N∑
j=1

πjp = 0, ∀p ∈ P,

são chamadas de matrizes de Metzler.

Proposio 2.1. (Propriedades de Conjunto Limite) Seja φ(t, x0) ∈ Sdwell uma solução cha-
veada limitada de (1) para t ≥ 0. Então, ω(x0) é não vazio, compacto e fracamente invariante.
Além disso, φ(t, x0) é atráıdo para ω(x0).
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Demonstração. Veja [2].

Na próxima seção, é apresentado o resultado principal, o qual fornece estimativas de conjun-
tos atratores de sistemas chaveados mesmo quando nem todos os subsistemas são ultimamente
limitados. O resultado é obtido através de múltiplas funções auxiliares e a lei de chaveamento
que garante essa estimativa depende do tempo e também do estado.

3 Estimativa de Conjuntos Atratores de Sistemas Chaveados
Obtida Através de Múltiplas Funções Auxiliares

Considere Vp : IR
n → IR funções de classe C1 para todo p ∈ P, o conjunto

C =

x ∈ Rn : ∇Vp(x).fp(x) +

N∑
j=1

πjpVp(x) < 0, ∀p ∈ P

 (3)

e a seguinte suposição, a qual é necessária para se obter o resultado principal.

Suposio 3.1. Existem funções cont́ınuas a, b : Rn → R satisfazendo a(x) ≤ inf
p∈P

Vp e b(x) ≥

sup
p∈P

Vp(x) para todo x ∈ Rn.

Através da Suposição 1, defina Cc como o conjunto complementar de (3), Ωℓ0 = {x ∈ Rn :
a(x) ≤ ℓ0}, Ωℓ1 = {x ∈ Rn : a(x) ≤ ℓ1} e Θ = {x ∈ Rn : b(x) ≤ ℓ0}, com sup

x∈Cc
b(x) ≤ ℓ0 < ∞ e

sup
x∈Ωℓ0

b(x) ≤ ℓ1 < ∞. É claro por construção que

Cc ⊆ Θ ⊂ Ωℓ0 ⊂ Ωℓ1 .

Observao 3.1. A construção dos conjuntos Ωℓ0 ,Ωℓ1 e Θ segue a estratégia apresentada em [8].
Entretanto neste artigo não há necessidade de construir N + 1 conjuntos como em [8], com N
o número de subsistemas.

A próxima proposição fornece uma lei de chaveamento dependente do estado, a qual garante
que a derivada da função v(x) = min

p∈P
Vp(x) decresce ao longo da solução do sistema chaveado

(1) e é usada na demonstração do resultado principal.

Proposio 3.1. Sejam B um subconjunto do IRn, Vp : IRn → IR funções de classe C1 e πjp
elementos da matriz de Matzler, se para todo x ∈ B

∇Vp(x).fp(x) +
N∑
j=1

πjpVp < 0, ∀p ∈ P (4)

então, a lei de chaveamento

σ(x) = argmin
p∈P

Vp(x) (5)

faz com que a função v(x) = min
p∈P

Vp(x) decresa ao longo da solução do sistema chaveado. Mesmo

que o chaveamento rápido ocorra, a função v ainda decresce ao longo da solução de Filippov de
(1).

Demonstração. Veja [5].
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No próximo teorema é apresentado o resultado principal deste trabalho e considera-se que
B = Ωc

ℓ0
. A lei de chaveamento desse resultado depende do estado fora do conjunto B e do

tempo dentro desse conjunto.

Teorema 3.1. Considere o sistema chaveado (1) e Vp(x) : IR
n → IR funções de classe C1 para

todo p ∈ P. Através da Suposição (1), se Ωℓ1 é limitado, então toda solução φ(t, x0) de (1)
possuindo uma lei de chaveamento dwell-time em Ωℓ0 e uma lei de chaveamento satisfazendo
(5) para todo x ∈ Ωc

ℓ0
é atráıda para um conjunto fracamente invariante em Ωℓ1. Portanto, para

qualquer condição inicial x0, a solução é atráıda para um conjunto fracamente invariante em
Ωℓ1 e então, Ωℓ1 é uma estimativa do conjunto atrator do sistema chaveado (1).

Demonstração. Seja {τk}k∈N uma sequência de tempos de chaveamentos. Primeiramente, con-
sidere x0 ∈ Θ e φ(t, x0) sendo uma solução de (1) possuindo um chaveamento dwell-time em
Ωℓ0 e uma lei de chaveamento satisfazendo (5) para todo x ∈ Ωc

ℓ0
. Enquanto não ocorre o

chaveamento, ou seja, temos um único subsistema p ativado, a solução φ(t, x0) ∈ Ωℓ0 para todo
t ∈ [τ0, τ1), pois caso contrário, existiria um τ de forma que Vp(x0) ≤ ℓ0 e Vp(φ(τ , x0)) > ℓ0 e
então a função cont́ınua Vp cresceria fora de Ωℓ0 , mas pela Proposição (2) a lei de chaveamento
(5) não permite que isso acontea. No próximo instante de chaveamento a solução pode deixar
Ωℓ0 , mas não deixará Ωℓ1 , pois para todo x ∈ Ωℓ0 , Vp(x) ≤ ℓ1 para todo p ∈ P. Ainda mais,
v(t, x0) ≤ ℓ1 para todo t > τ1, pois a lei de chaveamento (5) é satisfeita fora de Ωℓ0 . Portanto,
a solução φ(t, x0) com x0 ∈ Θ permanece em Ωℓ1 que é limitado e então, pela Proposição 1 a
solução é atráıda para um conjunto fracamente invariante em Ωℓ1 .

Agora, considere x0 /∈ Θ e φ(t, x0) sendo uma solução de (1) através de uma lei satisfazendo
(5). Então pela Proposição 2, a função v(x) = min

p∈P
Vp(x) decresce ao longo da solução de (1)

mesmo que o chaveamento rápido ocorra. Portanto existe um tempo t1 tal que v(x(t1)) < ℓ0 e
então o resultado segue da primeira parte desta demonstração.

Portanto, o conjunto limitado Ωℓ1 é a estimativa de um conjunto atrator do sistema chaveado,
pois para qualquer condição inicial x0 a solução é atráıda para um conjunto fracamente invariante
em Ωℓ1 .

Figura 1: Interpretação geométrica do Teorema 1

Exemplo 3.1. Considere um sistema chaveado com P = {1, 2} e

f1(x) =

[
−x31 + x1 + x2

−2x2x
2
1 − x32 +

1
2x2 + x1

]
, f2(x) =

[
−ex1(x31 + x1x

2
2 − x1) + x2

x2
2 − ex1(x21x2 + x32 − x2)− x1

]
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Seja V1(x) =
x2
1+x2

2
2 , V2(x) =

x2
1+2x2

2
2 , π11 = π22 = −1 e π12 = π21 = 1. Então

∇V1(x)f1(x) + (π11V1 + π21V2) = (x21 + x22)(−x21 − x22 + 1)

∇V2(x)f2(x) + (π12V1 + π22V2) = ex1(x21 + x22)(−x21 − x22 + 1).

Portanto, Cc = {x ∈ IR2 : x21 + x22 ≤ 1}. Escolhendo a(x) =
x2
1+x2

2
2 e b(x) =

x2
1+2x2

2
2 , tem-se

ℓ0 = 1, Θ = {x ∈ R2 :
x21 + 2x22

2
≤ 1},

Ωℓ0 = {x ∈ R2 :
x21 + x22

2
≤ 1},

ℓ1 = 2, Ωℓ1 = {x ∈ R2 :
x21 + x22

2
≤ 2}.

Então, pelo Teorema 3.1 qualquer solução φ(t, x0) possuindo uma lei de chaveamento dwell-time
em Ωℓ0 e uma lei satisfazendo (5) para todo x ∈ Ωc

ℓ0
é atráıda para um conjunto fracamente

invariante em Ωℓ1. A Figura 2(a) ilustra a simulação no domı́nio de tempo para x0 = [4 2],
a Figura 2(b) confirma o resultado do Teorema 3.1 por mostrar um conjunto atrator dentro do
ćırculo de raio 2 para ℓ1 = 2. A Figura 3(a) mostra que a função Vp não cresce fora de Ωℓ1 e
a Figura 3(b) mostra a lei de chaveamento σ(.), a qual permite o chaveamento rápido fora do
conjunto Ωℓ0 pois satisfaz (5) neste conjunto.
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Figura 2: a) Solução chaveada para a condição inicial x0 = [4 2] para o Exemplo 3.1 (b) plano
de fase para o Exemplo 3.1

4 Conclusão

Neste artigo, o uso da matriz de Metzler permitiu resolver o problema de obter uma lei de
chaveamento com múltiplas funções auxiliares para uma classe de sistemas chaveados contendo
subsistemas não ultimamente limitados e, também, simplifica a obtenção da estimativa do atra-
tor.
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