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O modelo de Sel’kov [4] descreve oscilações nas concentrações de adenosina difosfato (ADP) e
frutose-6-fosfato (F6P) durante a glicólise. Em sua forma adimensional, as equações são{

X ′ = −X + aY + bX2Y
Y ′ = V − aY − bX2Y

(1)

onde X e Y representam as concentrações de ADP e F6P, a > 0, b > 0 e V > 0 são parâmetros
cinéticos. O modelo gera oscilações sustentadas via ciclos limites, explicando flutuações observadas
experimentalmente. Estudos abordam sua estabilidade, bifurcações, ciclos de relaxamento e exten-
sões com difusão, analisando padrões espaciais e temporais. O modelo de Sel’kov é fundamental
para entender dinâmicas não lineares em sistemas bioquímicos.

O modelo de Sel’kov também foi usado para estudar a dinâmica auto-oscilatória de microssis-
mos, que são vibrações de baixa intensidade na superfície da Terra causada pela interação entre
fissuras de diferentes escalas [3], onde explorou o uso de derivadas fracionárias para analisá-las.
Esses microssismos podem ser causados por fenômenos naturais, como ciclones e ondas oceânicas,
bem como por atividades humanas, como construção.
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onde CDαi [y(t)] = 1
Γ(1−αi)

∫ x

0
y′(τ)

(x−τ)αi
dτ é a derivada de Caputo de ordem αi ∈ (0, 1] , i ∈ {1, 2}

e Γ(.) a função Gama, e o parâmetro positivo σ1,2 tem a dimensão do tempo. Nesse contexto,
as derivadas de ordem fracionária são fundamentais para descrever a influência da memória na
evolução das fissuras, sendo uma poderosa ferramenta para modelar regimes auto-oscilatórios.

Nós iremos apresentar uma outra forma de fracionalizar o modelo de Sel’kov, onde seguiremos
as ideias apresentadas nos trabalhos [1],[2].{

X ′ = −r1X + aY + bX2Y − rα1
2 e−r1tD1−α1(er1tX)

Y ′ = V − a1Y − bX2Y − aα2
2 e−a1tD1−α2(ea1tY )

(3)

onde D1−αi [y(t)] = 1
Γ(αi)

d
dt

∫ t

0
y(τ)

(t−τ)1−αi
dτ , é a derivada fracionária no sentido de Riemann-Liouville

de ordem 1−αi ∈ [0, 1]. Com r1+r2 = 1 , θ1+θ2 = 1 , a1 = aθ1 e a2 = aθ2 com 0 < r1, r2, θ1, θ2 < 1.
Os modelos (2) e (3) possuem um operador não local que incorporam os efeitos de memória e per-
turbam a natureza do modelo clássico de Sel’kov (1), além disso, eles embutem novos parâmetros,
como a ordem da derivada fracionária e no caso (3) ainda temos uma função exponencial e os
parâmetros r1,2 e θ1,2.
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Nosso objetivo é estudar essas perturbações provocadas por estes operadores e seus parâmetros.
Iniciaremos com uma análise nos valores dos pontos críticos. Observe que os valores dos pontos
críticos nos modelos (1) e (2) são os mesmos independente dos parâmetros α1,2 e σ1,2.

Modelos (1) e (2): Xe1 = Xe2 = V , Ye1 = Ye2 =
V

a+ bV 2
.

Para o Modelo (3) o equilíbrio é definido pela raiz real do polinômio cúbico (P (Xe3) = 0):

P (Xe3) = X3
e3 −

V
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X2

e3 +
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Xe3 −

V a

rb
e Yee =
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ee

,

onde r = r1 + rα1
2 r1−α1

1 e θ = θ1 + θα2
2 θ1−α2

1 . Observe que para θ = 1 e r = 1 o valor do equilíbrio
dos três Modelos são os mesmos e isto ocorre para os casos em que as ordens α1,2 = 1 das derivadas
fracionárias, ou quando r1 = r2 = θ1 = θ2 = 1

2 e neste caso vale para qualquer valor de α1,2 ∈ (0, 1).

Figura 1: (a) Plano de Fase; (b) Soluções do caso (a); (c) Plano de Fase Fonte: Autor.

Portanto, as derivadas fracionárias afetam a dinâmica auto-oscilatória o que proporciona uma
nova análise da dinâmica do modelo Sel’kov. Além disso, com os novos operadores e parâmetros, é
possível estudar os pontos críticos e a dinâmica das oscilações, constituindo uma forma alternativa
de analisar o modelo Sel’kov em derivadas fracionárias.
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